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論文題名：4 成分相対論的 CCSD 法に基づく分子の有効電場と超微細結合定数
の精密計算法の開発－電子 EDM 探索への提案 
 
【序論】 Charge-Parity (CP)の非対称性が大きい現象を発見することは、現在の宇宙が物質
優勢であることを説明するために重要である。CP 対称性が破れている現象として、電子の
電気双極子モーメント(電子 EDM) de の存在が予言されている。近年は重原子を含む異核 2
原子分子を用いた電子 EDM 測定が盛んに行われている[1]。相対論的量子化学は、実験対象
分子の提案や電子 EDM 実験の設計をするために、極めて重要な役割を果たす。 
電子 EDM は、分子内電場 Eintとの相互作用エネルギーE を観測することで検出される。 
int eff
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Neは分子の電子数、𝛽はDirac行列、𝜎はPauliのスピン行列、Ψは分子の電子波動関数を表す。
Eeffは有効電場と呼ばれ、相対論的量子化学計算でのみ求めることができる。Eの値は非常
に小さいため電子EDMは発見されておらず、測定誤差からその上限値が見積もられている
に過ぎない。式(1)よりE はEeffに比例するので、大きいEeffを持つ分子は測定感度が良くな
る。Eeffが大きくなる要因を調べることは、電子EDMを発見するために重要である。 
重原子を含む原子や分子は大きいEeffを持つ[2]。また、分子が大きな有効電場Eeffを持つた
めには、分子の極性が高いことが必要だと考えられていた[3]。しかし本研究では、極性が小
さい分子でも大きなEeffを持ちうることを発見し[4]、更にEeffを強め合う重原子-重原子分子
が存在することを明らかにした。 
電子EDM由来の遷移は超微細構造の準位を基に測定するため、超微細結合定数の理論計
算は実験の設計に重要な役割を果たす。そこで4成分相対論的CCSD法を用いた超微細構造
定数計算法を開発した。以下、紙面の都合上、有効電場の解析に限定して示す。 
 
【理論】 Eeff のハミルトニアンの性質より、Dirac-Fock 法では Singly Occupied Molecular 
Orbital (SOMO)のみが値に寄与し、SOMOに s, p軌道が混ざることでEeffが有意な値を持つ。
SOMO において重原子の価電子 s 軌道の寄与が支配的である場合、重原子の仮想 p 軌道の
寄与が大きいと Eeffが大きくなる。本研究では、SOMO が重原子の価電子 s, p 軌道および軽
原子の価電子軌道（4 成分軌道）の線形結合で記述でき、large 成分と small 成分に共通の係
数 C が掛かると仮定した。例として HgF の SOMO を示す。 
SOMO 6 Hg6 6 Hg6 2 F2s s p p p pC C C                                (2) 
軌道相互作用理論に基づいて SOMO における s-p 混成を考察した。 
 
【計算方法】 異核 2 原子分子の Eeff及び分子の永久双極子モーメント(PDM)を、Dirac-Fock
法および Dirac-CCSD 法で計算した。Yb, Au, Hg, Pb, At 原子には Dyall basis set (Double zeta, 
Quadruple zeta)、H, F 原子には Watanabe basis set を用い、それぞれに分極基底を加えた。 
【結果】(1) 分極が小さい分子における大きい Eeffの要因 
Dirac-CCSD 法による YbH, YbF, HgH, HgF 分子の
計算結果を表 1 に示す。HgH は PDM が非常に小さ
いにもかかわらず、HgF と同程度の Eeffを持つ。ま
た、YbH は YbF より明らかに大きい Eeffを持つ。全
電子マリケン電荷解析も、PDM と同様に XH の分
極が小さい傾向を示した。この結果は、過去研究に
基づく予想と矛盾する。 
この結果を解釈するために SOMO のマリケン電
荷解析を行ったところ、水素化物はフッ化物より p
軌道の混入が大きいことが分かった。その理由は、
1)水素化物における各原子の価電子軌道のエネルギ
ー差がフッ化物より小さく、2) 水素化物における重なり積分 S がフッ化物より大きい(表
2)ため、軽原子の価電子軌道と重原子の 6p 軌道が相互作用しやすいためだと考えられる。 
(2) 重原子－重原子分子における Eeffの強め合いの解析 
結果(1)より、分極が弱い分子でも大き
な Eeffを持ちうることが示された。重原子
－重原子分子の Eeffについて考察した。 
Dirac-Fock 法による HgAu, HgAt, PbAu, 
PbAt 分子の計算結果を図 1 に示す。XAu 
(X = Hg, Pb)は各重原子由来の Eeff が打ち
消し合うが、XAt は Eeffを強め合うことが
分かった。Eeff の挙動を、軌道相互作用モ
デルで解析した。HgY(Y=Au, At)分子を例にすると、Hg 原子の 6s,6p1/2軌道に由来する有効
電場𝐸eff
Hg,6𝑠6𝑝は以下のように表せる。 
 Hg,6 6 L S L Seff 6 6 Hg6 eff Hg6 Hg6 eff Hg6ˆ ˆ2 Re Res p s p s p p sE C C E E                (3) 
縮約基底を用いて計算した結果、Hg, Pb, Au, At 原子の AO 積分< 𝜒𝑎|?̂?eff|𝜒𝑏 >の符号はそ
れぞれ同じだった。そのため𝐸eff
Hg,6𝑠6𝑝の符号は MO 係数 C6sC6pの符号に依存する。C6sC6pの
符号を軌道相互作用理論で求めた結果、図 1 で示した Eeff の挙動を説明することが出来た。 
本研究により、Eeffの増加機構に関するより汎用性の高い知見を得たことで、実験対象分
子選定の観点から電子 EDM 探索実験に貢献した。 
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 Eeff (GV/cm) PDM (Debye) 
YbH 31.3 2.93 
YbF  23.2 3.59 
HgH 118.5 0.15 
HgF 114.4 2.97 
 YbH YbF HgH HgF 
 0.30 0.53 0.17 0.41 
S 0.38 -0.06 0.40 -0.12 
表 2. 各分子の (a.u.)及び S 
表 1. Dirac-CCSD(QZ)での計算値 
図 1. 重原子－重原子分子の Eeffの挙動 
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本論文で使用する記号の定義 
 
特別な説明がない場合、本文中の記号は以下のように定義される。 
 
c ： 光速 
i ： 虚数単位 
pˆ  ： 運動量演算子 
m0 ： 粒子の静止質量 
me ： 電子の静止質量 
mp ： 陽子の静止質量 
t ： 時間 
(x, y, z), (t, u, v) ： カルテシアン座標 
  ： Pauli のスピン行列 
e  ： 電荷素量 
h   ： Planck 定数 
   ： 簡約 Planck 定数 
Z   ： 原子核の核電荷 
0   ： 真空の誘電率 
0   ： 真空の透磁率 
  ： 円周率
N  ： 核磁気モーメント
gN  ： 核の g 因子
  ： 全電子波動関数 
c  ： 全電子波動関数（4 成分） 
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  ： 分子軌道
  ： 原子軌道
  ： 基底関数
r  ： 原点を基準にしたときの電子の位置ベクトル 
RN  ： 原子核の位置ベクトル 
N N r r R   ： 核座標を原点としたときの電子の位置ベクトル 
, ,
x y z
   
   
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 
0 1 0 1 0
, , , , ,
1 0 0 0 1
x y z x y z
i
i
     
     
        
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σ  
2
4 2
2
1 0
,
0 1
   
    
  
Ι 0
Ι Ι
0 Ι
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序章 
 
水銀 Hg が常温で液体である理由やスピン軌道相互作用による軌道の分裂等、相対論的な
枠組みでのみ説明できる化学現象は数多く存在する。相対論的量子化学は、化学現象の理論
的予測に必要不可欠である。 
相対論的量子化学は、化学現象の予測に留まらず、新たな素粒子理論の構築にも重要な役
割を果たす。新たな素粒子理論を構築し、宇宙の全ての現象を説明するためには、「電子の
電気双極子モーメント（電子 EDM）」を実証する必要がある。従来は、素粒子理論は物理学
の一分野であり、原子を用いた実験が行われていた。しかし最近では、実験対象として異核
2 原子分子が注目されているため、素粒子理論構築において化学が重要な役割を担ってい
る。 
電子 EDM を実証するためには、分光実験でエネルギーシフトE（図 1）を測定する必要
がある。deは電子 EDM、Eeffは分子内の電場に関係する有効電場である。Eeffは、相対論的
量子化学計算でのみ求めることができる。 
  
図 1 素粒子理論構築における相対論的量子化学の役割 
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新たな素粒子理論を構築するためには、deの値を正確に決定する必要がある。deの値は実
験的に求めることができず、実験値E 及び計算値 Eeff から求める必要がある。そのため、
実験精度の向上と共に、(1)高精度な電子状態計算手法の開発が重要である。また、E は Eeff
に比例するため、(2) Eeff の増加機構を解明し、(3)実験に適する分子を提案することが電子
EDM を発見するために重要である。本研究は、化学者の立場から素粒子理論の構築に貢献
するものである。 
本研究では、上の量子化学者の役割のうち、(2), (3)に取り組んだ。(2)については、Eeffの
増加機構に関する先行研究は存在し、電子 EDM を専門とする研究者の間で 50 年以上信じ
られてきた。本研究では、先行研究の定説を覆し、Eeffの増加機構に関するより普遍性の高
い知見を得ることに成功した。本研究で得られた増加機構を基に、重原子－重原子分子を新
たな実験対象分子として提案した。提案した重原子－重原子分子は、大きな Eeffを持つこと
に加え、既存の実験対象分子より配向制御させやすく、実験に適している。 
電子 EDM に関する研究は 1950 年代後半から行われているが、原子や、重原子と軽原子
で構成される 2 原子分子を対象とした研究が多かった。私の知る限りでは、明確な理論的根
拠に基づいた重原子－重原子からなる分子の検討は、電子 EDM の 60 年の歴史の中で、本
研究が初の試みである。 
有効電場は理論計算でしか求めることができないため、量子化学が重要であることは明
らかであるが、有効電場の計算以外においても、量子化学は電子 EDM 実験に重要な役割を
果たす。その一つが、第 2 章で述べる超微細結合定数の量子化学計算である。 
 電子EDM由来のエネルギーシフトEは、超微細構造のエネルギー準位を基に測定する。
また、系統誤差は実験的に得られた超微細構造準位のエネルギー差を基にして見積もられ
る。そのため、実験的に生成されていない分子を使用した電子 EDM 実験を設計・提案する
場合は、理論計算で超微細結合定数を求める必要がある。そこで本研究では、4 成分相対論
的 CCSD 法で超微細結合定数を求めることを目的とした。本論文では、CCSD 計算の前段階
として、Dirac-Fock 法による計算結果を報告する。1 電子積分の計算に必要な Boys 関数は、
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不完全ガンマ関数を使用して計算した。また、4 成分相対論の枠組みにおける超微細結合定
数の表式について考察し、水素原子の Dirac-Fock 解を用いて超微細結合定数を計算した。 
  
-6- 
 
 
第 1章  
 
 
4成分相対論法を用いた有効電場解析 
－電子 EDM 検出を目指して－ 
 
 
 
 
 
  
-7- 
 
第 1. 1章 
序論  
 
1. 1. 1 研究背景 
1. 1. 1. 1 標準模型と標準模型を超えた素粒子理論 
 現在確認されているほとんどの素粒子、および重力を除く素粒子間の相互作用は、標準模
型という素粒子理論で統一的に説明することが出来る。標準模型はクォーク、レプトン、ゲ
ージ粒子、ヒッグス粒子（図 1.1.1）から構成される理論である。フェルミオンのうち、核力
が働く粒子はクォーク、働かない粒子はレプトンに分類される。ゲージ粒子はボソンであり、
相互作用を媒介する粒子である。ヒッグス粒子の存在により、粒子は質量を獲得することが
出来る（ヒッグス機構）。 
クォーク及びレプトンは、それぞれ 6 種類発見されているが、上の世代のクォーク及び荷
電レプトンは不安定なので、宇宙のほとんどの物質はアップクォーク(u)、ダウンクォーク
(d)、電子から構成されている。ヒッグス粒子に関しては、それらしい粒子が大型ハドロン衝
突型加速器(LHC)を用いた実験で発見された（2013 年ノーベル物理学賞）が、その粒子が標
準模型におけるヒッグス粒子ではない可能性について言及している研究[1]もある。 
標準模型と明らかに矛盾する実験事実は発見されていないものの、標準模型の枠組みで
は説明できない物理現象は幾つか発見されている。例えば、標準模型の枠組みでは、ニュー
トリノ(v)は質量を持たないが、1998 年にニュートリノが質量を持つことを示す実験結果（ニ
ュートリノ振動）が報告された。また、標準模型は Charge−Parity (CP)非対称性を生み出す
ことができ、これにより B, K 中間子の崩壊等の実験結果を説明することが出来るが、その
CP 非対称性は小さいため、現在の物質優勢の宇宙を説明することはできない（詳細は 1.1.1.2
節を参照）。 
前段落で述べたとおり、標準模型は全ての物理現象を完全に説明できる理論とは言い難
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い。そのため、標準模型を超えた物理(physics Beyond the Standard Model, BSM)の存在が示唆
されているが、BSM でのみ存在が予言されている粒子や相互作用は、未だ発見されていな
い。そのため、BSM で存在が予言されている物理現象を観測し、BSM の存在を示すための
実験がなされている。また存在が予言されている物理現象の中には、発見されずとも上限値
が観測されているものもある。実験精度が向上し物理量の上限値が改善すれば、BSM の構
築に制限を掛けることができるため、上限値の改善自体にも重要な意味がある。 
本節は、文献[2,3]を参考にした。 
 
 
 
 
1. 1. 1. 2  物質優勢の宇宙と CP対称性の破れ 
現在の宇宙の通常物質は陽子や中性子等のバリオンで構成されている。バリオンは 3 つ
のクォークからなる複合粒子であり、バリオン数は、（クォーク数－反クォーク数）/3 で定
義される。宇宙初期の急激な加速膨張（インフレーション）が起き、宇宙は空っぽの状態か
ら始まったと考えられている。インフレーション終了後宇宙は再加熱したが、そこではバリ
オン数はゼロであったと考えられる。 
図 1.1.1 標準模型を構成する粒子 
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宇宙にバリオン数が生成されるのに必要な条件として提唱されたのが、以下の Sakharov
の 3 条件[4]である。 
1) バリオン数保存を破る相互作用の存在 
2) Charge (C)及び Charge−Parity (CP)対称性を破る相互作用の存在 
3) 宇宙進化の過程における熱平衡からのずれ 
 粒子－反粒子は、電荷が正負反対であるがその他の性質（量子数等）は全て等しい粒子の
対である。C 変換により粒子（反粒子）は反粒子（粒子）に反転され、粒子、反粒子の相互
作用で現れるニュートリノ、反ニュートリノは、P 変換により反転される（注釈 1 参照）。
そのため、素粒子間の相互作用まで考慮すると、CP 変換により粒子と反粒子は反転される。
C, CP 対称性の破れは、粒子－反粒子の反転で物理法則が変化することを意味する。正のバ
リオン数を生む（粒子が増える）反応と負のバリオン数を生む（反粒子が増える）反応は、
C, CP 対称性が保存されていれば、同確率で起こる（∵粒子と反粒子は電荷以外の性質は等
しいため）。しかし、C, CP 対称性が破れていると、これらの反応が起こる確率が異なるた
め、バリオン数が生成するのである。 
素粒子反応が熱平衡状態にあると、バリオン数を生成する反応（正反応）とその逆反応が、
同じ確率で起こる。条件 3)は、系全体のバリオン数が変化するためには、バリオン数が変化
する反応が熱平衡状態からずれている必要がある、という意味である。熱平衡状態からの破
れは、宇宙の膨張による冷却から説明することができる。例えば、不安定な（高エネルギー
状態の）粒子の崩壊によってバリオン数が生成している間に宇宙が冷却すると、逆反応によ
り不安定な粒子を生成するための十分なエネルギーが得られなくなるのである。 
物質優勢の宇宙を説明するためのシナリオは多数提案されているが、そのシナリオで要
求されるCP非対称性の大きさより、現在発見されているCP対称性の破れは遥かに小さい。 
CP 対称性が破れている物理現象は実験的に観測されており、それらの CP 非対称性の程
度は標準模型内の枠組み（小林－益川理論）でも説明することができる。しかし、現在の物
質優勢の宇宙を説明するためには、現在発見されているCP非対称性は小さすぎる。例えば、
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現在観測されている CP 対称性破れの一つに K 中間子の崩壊があるが、CP 対称性が保存さ
れていない崩壊が起こる確率は非常に小さい。CP 対称性がより大きく破れている物理現象
を発見すること、及び CP 対称性の破れが大きい理論体系(BSM)を構築することが、物質優
勢の宇宙の誕生の謎を解明するために重要である。 
CP 対称性が破れている物理現象の一つとして、電子の電気双極子モーメント（電子 EDM）
の存在が予言されている。電子EDM及び、量子化学計算の役割については次節で解説する。 
 本節の執筆には文献[3,5]を参考にした。 
 
1. 1. 1. 3 電子 EDM と有効電場 
 スピン Sを持つ非相対論的な粒子と電場Eおよび磁場Bとの相互作用は下式で表せる[6]。 
Hˆ d
S S
    
S S
B E        (1.1.1) 
 d は、それぞれ粒子内部の磁気双極子モーメント及び電気双極子モーメント(EDM)の値で
ある。上式から分かるように、粒子の EDM は、スピン S と同方向として定義されている。
ただし、現段階では d の符号については定めていない。上式において、 B Sは空間(Parity, P)
および時間(Time, T)反転によって符号を変えないが、 E S は空間および時間反転の両方に
よって符号を変える。このことから、スピンを持つ粒子の EDM は、空間および時間反転対
称性が破れている物理量である[6]。 
式(1.1.1)を分子中の電子に適用する。電子 EDM の値を de、分子内の電場を Eint として定
義すると、電子 EDM 相互作用のハミルトニアン EDMHˆ は下式で与えられる[7]。 
EDM eff
ˆ ˆ
eH d E                        (1.1.2) 
elec
EDM int
eff
ˆ
ˆ
N
e j j
j
e
H d
d E
  
 
 Σ E
                            (1.1.3) 
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elec
eff int
ˆ
N
j j
j
E   Σ E                                      (1.1.4) 
EDM effeE d E                                               (1.1.5) 
ff 4 eff 4
ˆ
e c cE E                                         (1.1.6) 
elec は粒子中の電子の数、は Dirac 行列、 EDME は電子 EDM に由来するエネルギーシフ
トである。及び Dirac-Pauli 表記のは、下式で定義される。
,
   
    
   
1 0 σ 0
Σ
0 1 0 σ
    (1.1.7) 
Eeffは有効電場と呼ばれている。非相対論の枠組みでも effEˆ を定義することはできるが、非
相対論における effEˆ の期待値は 0 になることが示されている[8]。そのため、上式で定義さ
れているように、4 成分相対論の枠組みで effEˆ を扱う必要がある。 
上の式(1.1.4)から読み取れる演算子 effEˆ の性質を以下に示す。 
(1) Kramers restricted Dirac-Fock 法では、Singly Occupied Molecular Orbital (SOMO)のみが
effE
に寄与する。 effEˆ は 4 成分スピン行列を含んでおり、は時間反転演算子によって符
号を変えるためである（詳細は付録を参照）。
(2) effEˆ は内部電場 Eint を含むため、Parity 奇の演算子である。そのため系が非ゼロの ffeE
を持つためには、系の電子波動関数において Parity 混成が起きる必要がある。 
(3) 原子核由来の電場は核電荷 Z に比例するため、重原子を含む系で
effE が増加する。 
更に、詳細は 1.2.2.1 節で述べるが、重原子核近傍の電子密度が大きいほど系の
effE が大き
くなる。以上より、重原子の SOMO で s-p mixing が発生する系では、
effE が大きくなる。
尚、本論文中では、重原子の価電子 s 軌道が SOMO に主に寄与するときに SOMO に対する
仮想 p 軌道の混入が大きいことを「s-p mixing が大きい」と定義する。 
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詳細は 1. 1. 2. 2 節で述べるが、電子 EDM は BSM 及び標準模型でその存在が予言されて
いる一方、実験的には未だ発見されておらず、その上限値が観測されているに過ぎない。現
在観測されている電子 EDM の上限値は 10−28 (e cm)程度であり、標準模型の予測値（10−38 − 
10−40 (e cm)）より 10 桁程度大きいが、BSM の中には現在の上限値に近い値を予測している
ものもある。そのため、現在の上限値に近い値の電子 EDM を発見することができれば、
BSM の存在を証明することができる。 
 また、CPT 定理を仮定すると、T 対称性の破れは CP 対称性の破れと等価なので、T 対称
性が破れている現象である電子 EDM の発見は CP 対称性の破れの発見と等価である。前節
で述べたように、CP 対称性の破れが大きい現象の発見が望まれており、電子 EDM の値が
標準模型の予言値より大きければ、電子 EDM は現在の物質優勢の宇宙を説明するための重
要な手がかりとなる。 
 電子 EDM は、 EDME を測定することで、その存在が確認される。ただし、deの比例係数
である Eeff は、実験的に測定することはできないので、量子化学計算で求める必要がある。
deを正確に求めて BSM を構築するためには、Eeffを高精度に計算する必要がある。また、電
子 EDM を発見するためには、Eeff の増加機構を解明し、実験感度の良い分子を理論的に提
案することが重要である。図 1.1.2 に、素粒子理論･実験・量子化学計算の役割を示す。 
 
図 1.1.2 電子 EDM 研究における実験・素粒子理論・量子化学計算の役割 
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＊注釈 
(1)全てのニュートリノはスピン角運動量の回転方向が左巻きであるが、全ての反ニュート
リノは右巻きのスピン角運動量を持つため。 
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1. 1. 2 電子 EDMの測定実験 
1. 1. 2. 1 電子 EDM測定の原理 
 本論文の主題は Eeffの増加機構の解明であるが、本節では、電子 EDM の測定原理を簡単
に紹介する。 
 ある粒子の EDM は、その EDM の電場による応答を観測することで検出される。しかし、
真空中の荷電粒子は電場によって加速され測定が困難であるため、電気的に中性な原子や
分子内の電子と系の内部電場および外部電場との応答を観測することとなる。 
電子 EDM(de)が、有効電場(Eeff)と相互作用するとき、エネルギーシフトE = −deEeff が起
こる。 EDMHˆ は Parity 対称性が奇であり、原子が電子基底状態のエネルギー準位のみを占有
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するとき、波動関数による EDMHˆ の期待値 EDMHˆ は 0 となる。 EDMHˆ が値を持つため
には、外部から数 100 kV 程度の強い電場を印加して Parity が異なる励起状態の電子エネル
ギー準位の波動関数と基底状態の波動関数の混成を起こす必要がある。混成した波動関数
で期待値をとることで
EDMHˆ は値を持ち、相互作用エネルギーE を観測することが可能
となる。 
一方、異核 2 原子分子では元々Parity が異なる電子準位間の混成が起こっているため、強
い外部電場を印加する必要は無く、分子を配向させるために必要な電場（数十 V～数 kV）
を印加するだけでよい。詳細は 1. 2. 2. 2 節に譲るが、Sushkov らのモデル[1]を用いると、極
性が強い分子内では、数 100 GV 程度の電場が生じていると予想される。しかし実際の測定
では、分子はエネルギー準位が複雑であるため、原子と比べて測定が多少困難である。 
電子 EDM 由来のエネルギーシフトは、磁気副準位間のエネルギー差を、外部静磁場 Bext
を外部電場に平行・反平行に印加したときのそれぞれで測定する（図 1.1.3 参照）。図中の
E+, E−は以下のように表せる。 
ext eff
ext eff
2 2
2 2
e
e
E hv B d E
E hv B d E


 
 
   
   
                                   (1.1.8) 
ただし、式では分子が外部電場 Eext の方向に完全に配向した場合を仮定している。
は分子の磁気モーメント、Bext =|Bext| である。電子 EDM 由来のエネルギーシフトE = −deEeff
は、E+とE−の差を取ることで求めることが出来る。図ではつの磁気副準位において
測定原理を説明したが、実際の測定ではつの磁気副準位間の遷移からE を求めることも
ある。実際に測定する電子 EDM 由来の周波数差 v v v    は、以下のようになる。 
eff4 ed Ev
h
           (1.1.9) 
電子DM 由来の周波数差は Ramsey 共鳴法によって測定される。測定における周波数
の不確かさ は、ショットノイズ限界で制限される。Ramsey 共鳴におけるショットノイズ
限界は、Heisenberg の不確定性原理に基づき下式で与えられる。
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1 1 1
2
v
T N n


    (1.1.10) 
totaln t T  (1.1.11) 
T は相互作用時間（系を 1 度に測定する時間）、N は測定分子数、 totalt は総測定時間、n は 
 
 
時間 T の測定サイクルが行われた回数を表す。式中の1 ,1N n は、個の原子から得ら
れる信号を個、n 回積算することで不確かさが抑制されることを意味する。式(1.1.11)を式
に代入し、式と合わせると、測定可能な電子 EDM のショットノイズ限界de 
は以下のように見積もられる。 
eff total
1 1
8
e
h
d
RE NTt


                      (1.1.12) 
ここで、R は分子の偏極度  0 1R  で、分子の配向偏極の度合いを表す。また、Eeff を
図 1.1.3 ゼーマン分裂および電子 EDM に由来するエネルギーシフト 
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REeffと置き換えた。外場無しでは R = 0 だが、外部電場を引加することで分子を配向させて
𝑅~1 近くにすることが可能である。式より、eff、、を大きくすることが、測定
感度向上と EDM の測定不確かさ改善のために重要であることが分かる。実験の観点では、
相互作用時間を大きくするために冷却トラップ原子や冷却トラップ分子を使用した電子
EDM 測定が試みられている（1. 1. 2. 2 節参照）。 
実験では、弱い外部電場でも配向可能であること、つまり R を大きくできることが望ま
しい。そのため、永久双極子モーメント(PDM)が大きく、回転定数(B)が小さい分子が実験に
適している。そのため、量子化学計算の観点から、Eeffと PDM が大きく、B が小さい分子を
探索し、実験側に提言することが重要である。 
本節は文献を参考にして執筆した。 
 
1. 1. 2. 2 電子 EDM 測定の歴史と現状 
1960 年代初頭以前には、Lamb シフトの測定[7]や電子の散乱実験[8]等から電子 EDM の上
限値を見積もった研究もあるが、本格的な測定実験は、Sandars らの Cs 原子を使用した測定
実験（1964 年）[9]から始まったと言って良い。1. 1. 2. 1 節で述べたように、原子を用いて
電子 EDM 測定を行うためには、外部から強い電場を印加する必要がある。Sandars は原子
実験の手法に基づき、極性分子を用いた電子 EDM 測定実験を提案した[10]が、実際に分子
実験が初めて行われたのは 2002 年[11]であり、それまでは原子実験が主流であった。 
現在では、電子 EDM の測定実験は原子や分子を用いて行われている。最近では、Tl 原子
[12]、YbF 分子[13]、ThO 分子[14]を用いた実験で、電子 EDM の上限値が求められている
（表 1.1.1）。図 1.1.4 は、いくつかの BSM 理論モデルにおける予想値と、実験で得られた上
限値を示す[15]。この上限値は標準模型を超えた素粒子理論で予測されているオーダーに差
し掛かっているものの、未だ確定値は測定されておらず、上限値が測定されているに過ぎな
い。もし現在の上限値に近い値の電子 EDM が観測されれば、BSM 素粒子モデル存在の証
拠になる。 
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従来の EDM 実験は、原子ビーム或いは分子ビームを用いて行われたため、T = 1 ms 程度
であった。最近は、冷却トラップ原子や冷却トラップ分子を用いることで相互作用時間を従
来の 1000 倍の T = 1s 程度の実験が計画されている。冷却原子を用いた実験は、国内では東
北大学の酒見らが Fr 原子を用いた実験を進めている[16]。原子のレーザー冷却については、
複数のアルカリ金属原子等で成功例が報告されている。一方、分子のレーザー冷却は実験的
に困難だと考えられてきた。分子の内部構造は複雑であり、電子状態は基底状態でも、複数
の振動・回転準位に熱分布しているので、多数の遷移に共鳴する非常に多くのレーザー光が
必要となるためである。しかし最近では、バッファガス冷却技術を用いることで電子基底状
態内の熱分布を抑えて単一の振動・回転基底状態に占有させることが可能となり、数本のレ
ーザー光のみを用いることで、SrF 分子[17, 18]、YO 分子[19]、CaF 分子[20]で分子のレーザ
ー冷却が実現しており、電子 EDM 測定などへの応用が期待されている。Imperial College 
London の Tarbutt らは YbF 分子をレーザー冷却することで、ファウンテン法により相互作
用時間 T を改善し、EDM の上限値を更新する計画を発表している[21]。また、JILA の Cornel
グループは、バッファガス冷却された分子イオン HfF+をトラップすることで、EDM 測定を
行う実験を進めているが、分子数は少ない[22]。一方、東京大学の青木らは FrSr 分子を用い
た実験を計画しており、Feshbach 共鳴および光会合法により、レーザー冷却された 2 種類
の原子から人工的に 2 原子分子を生成することで、N を大きく、T を長くした電子 EDM 測
定を目指している[23]。 
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実験対象 電子 EDM の上限値 文献 
Tl 原子 de = 1.6×10−27 (e cm) Regan et al., 2002 [12] 
YbF 分子 de = 10.5×10−28 (e cm) Hudson et al., 2011 [13] 
ThO 分子 de = 8.7×10−29 (e cm) Baron et al., 2014 [14] 
図 1.1.4 電子 EDM の BSM 理論モデルにおける予測値と上限値の推移 
 各理論モデルにおける予測幅は、各モデル内の未定パラメータ(未発見ボソンの質量
や CP 非対称性の位相の大きさ等)に依存する。例えば、パラメータを調整すれば、
SUSY(supersymmetry, 超対称性理論)の枠組みでも上図より小さい電子 EDM を生み出
すことができるため、SUSY が新たな素粒子理論の候補から排除されたわけではない。 
表 1.1.1 最近測定された電子 EDM の上限値 
上限値は当時計算された Eeffを用いて見積もったものであるため、Eeffの計算結果
の精度が向上すると、表中の数値が多少変化することに注意されたい。 
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1. 1. 3 研究目的 
 上述のように、電子 EDM研究における量子化学計算の役割は、以下の 2つに大別される。 
1)電子 EDM の値を正確に求めるために Eeffの高精度計算手法を開発する。 
2)電子 EDM の測定感度が良い分子を提案するために Eeffの増加機構を解明する。 
本研究では 2)について研究を行った。Eeffの増加機構に関する先行研究はあるが、本研究で
は、増加機構に関するより汎用性の高い知見を得ることに成功した。1)については、本研究
室の先行研究[1]等を参考にされたい。 
 
【文献】 
[1] M. Abe, G. Gopakumar, M. Hada, B. P. Das, H. Tatewaki, and D. Mukherjee, Phys. Rev. A 90, 
022501 (2014). 
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第 1. 2章 
理論 
 
1. 2. 1 4成分相対論的電子相関法を用いた有効電場計算 
1. 2. 1. 1 物理量の高精度計算手法 
3 粒子以上が含まれる系の全粒子波動関数の解析解は存在しない。したがって、同じ波
動関数の期待値で表される物性値 ˆA A   の計算精度は、の近似精度を上げること
で向上させることになる。の理論的精度は、図 1.2.1 で示すように、ハミルトニアン、電
子相関、基底関数の 3 要素によって評価されるため、物性値 A を高精度に計算するために
は、3 軸の全ての要素を高精度化する必要がある。 
まずハミルトニアンについて説明する。重原子を含む系や磁気物性、内殻電子が関与する
物性等の計算においては、相対論効果を考慮したハミルトニアンを用いないと、定性的にも
化学現象を再現できない場合がある。一般の量子化学計算では、非相対論法、1 成分法、2
成分法、4 成分法が用いられる。4 成分法よりも上位に位置する QED（量子電磁気学）は、
量子力学とは理論体系が異なっており、「波動関数の固有値」として物理量 A は定義されな
い。QED の枠組みに基づく計算は、より複雑で計算量が膨大であるため、現状では数電子
系の計算が限界である。したがって一般的な多電子系の電子状態計算においては、4 成分相
対論法に基づく方法が最も高精度に相対論効果を取り込む手法として認識されている。 
 また波動関数の精度は用いる電子相関理論によっても大きく左右される。電子相関理論
は一般に、(Second-order Møller-Plesset) MP2 法に代表される摂動法、 (Configuration Interaction 
Singles and Doubles) CISD 法に代表される配置間相互作用(CI)法、結合クラスター(Coupled 
Cluster, CC)法に分類される。そのうち CC 法は種々の電子状態理論の中で最も Full-CI への
収束が速いことが知られており、高精度な計算法として認識されている[1]。 
分子軌道の展開に用いる基底関数に関しては、6-31G 基底などに代表されるような、Split-
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valnce 基底が使われることが多い。この基底は、内殻電子は化学結合にはほとんど寄与しな
いという仮定の下、価電子軌道のみに複数の基底関数を張ったものである。価電子軌道に
2,3,4 個の基底関数を張ったものは、Double-Zeta, Triple-Zeta, Quadruple-Zeta 基底と呼ばれ、
この順に精度がよくなる。 
本研究では、特別な注記の無い限り、ハミルトニアンは 4 成分 Dirac-Coulomb ハミルトニ
アン、電子相関法は Coupled Cluster Singles and Doubles (CCSD)法を用いている。基底関数は
4 成分相対論法で最適化された非縮約 Gauss 型基底を用い、一部の計算では分極・分散基底
を加えた。原子の系（Tl, Ra 原子等）では 4 成分 Dirac-Coulomb ハミルトニアン及び CCSD(T)
法による物性値計算も報告されている[2] が、4 成分 CCSD(T)法を用いて重原子を含む分子
の物性値計算をすることは、計算コストの点で困難である。したがって、現実的な時間で計
算を行える中で最も高精度な手法として、4 成分相対論的 CCSD 法を採用した。 
 
 1. 2. 1. 2 Dirac方程式 
Schrödinger 方程式では時間と空間が非等価であり、Lorentz 普遍性を満たしていないため、
相対論効果は考慮されていない。特殊相対論に基づいた粒子の波動方程式を求めるために、
粒子のエネルギー
2 2 4 2 2
0
ˆE m c c  p を量子化して得られた方程式が以下の Klein-Gordon 方
程式である。 
 
2
2 4 2 2
0
ˆi m c c
t
 
    
 
p  (1.2.1) 
しかしこの方程式は以下の 2 つの問題があるため、電子の方程式として適切ではない。 
1) を Schrödinger 方程式と同様に確率振幅と解釈すると、Klein-Gordon 方程式ではの時
間に関する 2 回微分が現れるため、負エネルギー解および負の確率が現れる。 
2) 電子スピンが考慮されていない。 
Dirac は、上の問題 1)を解決するために、Klein-Gordon 方程式を満たした、時間および空
間の 1 階微分方程式（Dirac 方程式）を導出した。 
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 20ˆi c m c
t


    

α p  (1.2.2) 
この方程式の演算子部分を 2 乗すると、Klein-Gordon 方程式と等しくなる。ただし、は
以下の条件を満たす 4 成分行列である。 
2 2
4i i
i j j i i j j i
 
       
 
   
I
0
 (1.2.3) 
が 4 成分であるため、も 4 成分列ベクトルとして定義される。は上の条件式を満
たすものであれば何でも良いが、量子化学計算では、以下の Dirac-Pauli 表記が採用される
ことが多い。以後、本論文ではこれをの定義とする。
2
2
, 
  
    
   
I 00 σ
α
0 Iσ 0
 (1.2.4) 
図 1.2.1 波動関数計算の高精度化 
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が 4 成分になったため、2 成分行列で定義される電子スピンが自然な形で理論体系に組み
込まれ、問題 2)も自動的に解消された。 
 4 成分相対論における分子軌道（スピノル）の縮退は、Kramers 縮退と呼ばれ、下式で定
義される。 
ˆ ˆ,K K          (1.2.5) 
0
ˆ ˆy
y
K i K


 
   
 
0
0
 (1.2.6) 
証明は省略するが、Kˆ は 4 成分相対論における時間反転演算子である。 0Kˆ は複素共役をと
る演算子である。は、非相対論におけるスピン、スピンの占有軌道のペアに対応す
る。Kramers 縮退（対称性）は、系のハミルトニアンに時間反転対称性を破る相互作用外部
磁場等が含まれない場合に、分子スピノルに見られる対称性である。Kramers 対称性を用い
ることで、様々なルーチンにおける計算コストを軽減することができる。 
またramers 縮退した分子軌道を用いる場合、
ff eff
ˆ ˆ
eE E   
      (1.2.7) 
が成立することより、Kramers ペアに 2 電子が占有した場合、期待値の和が相殺される。し
たがって Dirac-Fock 法では、開殻軌道（2 重項状態であれば、Singly Occupied Molecular Orbital, 
SOMO）の寄与のみが残ることになる（詳細は付録 A を参照）。 
 本節は、文献[3,4]を参考にして執筆した。 
 
1. 2. 1. 3 CCSD法 
 多くの波動関数理論は、平均場近似を用いて一つの Slater 行列式を最適化し、それに直行
する配置の線形結合を取ることで、電子相関を取り込む。結合クラスター展開(Coupled 
Cluster, CC)法では、波動関数を以下のように展開する。 
ˆ
CC 0
Te    (1.2.8) 
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
N
k
kTT
ˆˆ  (1.2.9) 
1 2 3
, ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a abi i a ij i j a b
i a i j a b
T t a a T t a a a a T  
 
     (1.2.10) 
0 は電子相関を取り込む上で基点となる関数（参照関数）, Tˆ はクラスター演算子、 1 2ˆ ˆ,T T は
それぞれ 1, 2 電子励起演算子である。t はクラスター振幅と呼ばれる。 ˆ ˆ,i aa a
は、それぞれ消
滅演算子、生成演算子である。計算コストの問題上、式(1.2.8)の波動関数を厳密に求めるこ
とは出来ないので、式(1.2.9)の展開を途中で打ち切り近似的な CC 波動関数を求めることに
なる。式(1.2.9)の展開を k=2 で打ち切る方法が Coupled Cluster Singles and Doubles (CCSD)法
である。本研究ではこの方法を用いて電子波動関数を計算した。 
式(1.2.8)の
Tˆe をテーラー展開すると、非線形結合項  21 1 2ˆ ˆ ˆ2,T T T 等 が現れる。 
 
2 3 2 2 4
ˆ 1 1 2 1 2 1
1 2 3 1 2 4 1 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 6 2 24
T T T T T T Te T T T TT T TT
     
               
     
 (1.2.11) 
式(1.2.11)において、第 2, 3, 4, 5 項は、それぞれ 1, 2, 3, 4 電子励起演算子をまとめたもので
ある。このように様々な項が「結合」しているため、「結合」クラスター展開法という名が
付いている。これらの非線形結合項により、高次の電子配置を考慮することが出来るため、
CC 法は他の電子相関法より速く厳密解に収束する。 
 演算子 Oˆ の期待値は、CC 波動関数を用いて以下のように表せる[5,6]。 
†
†
CC CC
CC CC
ˆ ˆ
0 0
ˆ ˆ
0 0
ˆ
ˆ
ˆ
.
T T
T T
O
O
e Oe
e e
 

 
 

 
 (1.2.12) 
式(1.2.12)は、normal-order 演算子 ˆNO を用いて以下のように表せる。 
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†
†
†
ˆ ˆ
0 0
0 0ˆ ˆ
0 0
ˆ ˆ
0 0 0 0
ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ
T T
N
T T
T T
N C
e O e
O O
e e
e O e O 
 
   
 
   
 
0 0
ˆ ˆ ˆ
NO O O     (1.2.13) 
下付き文字 C は connected term を意味する[5]。 
CC 波動関数を用いた期待値の計算法は、法や微分法[6]、有限摂動法[7]等があるが、本
研究では、以下のように CCSD 波動関数の線形項のみを用いて行った。 
   
†
0 1 2 1 2 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1N CT T O T T O           (1.2.14) 
式(1.2.14)の期待値計算では非線形項の影響を無視しているように見える。しかし、非線形
項を考慮して波動関数を計算しているため、式(1.2.10)の t は非線形項を考慮して最適化さ
れている。そのため、式(1.2.14)の期待値計算は、間接的にではあるが非線形項の影響を考慮
することができ、CISD 法よりも高精度に物理量を計算することが出来る。  
 本節は文献[8-10]を参考にして執筆した。 
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1. 2. 2 先行研究における Eeffの増加機構 
1. 2. 2. 1 重原子系における Eeffの増加機構 
 最近（2005 年）の文献[1]においても記述があるように、先行研究では、原子の核電荷が
大きくなるほど Eeff が大きくなると考えられてきた。この核電荷と Eef の関係は Sandars に
よって数値的に初めて示された[2]が、増加機構の数式を用いた説明は、Flambaum によって
初めてなされた[3]ので、これを基に Eeffの増加機構を説明する。 
原子核および電子に由来する原子の内部電場 Eintの局所的な値は、原子核から離れると急
速に低下する  3int effeZ rE 。Zeffは有効核電荷、r は原子核と電子の距離を表す。その
ため、有効電場の行列要素に主に寄与する領域 r は、a を Bohr 半径とすると、r a Z  で
ある（下記の記述(1)参照）。原子核の電荷は、r のような核近傍では内殻電子により遮蔽さ
れない（下記の記述(2)参照）ため、範囲 r の SOMO 電子の Dirac 方程式の解は、静電引力
ポテンシャル項は核電荷 Z の核ポテンシャルで置き換えた方程式を解くことで得られる。
即ち、核近傍の領域では、以下の近似が成り立つと考えられる。 
3
int eZ rE  (1.2.15) 
上の近似を基にして計算した超微細結合定数は、数%の誤差で実験値とよく一致する[3]。上
の式を式(1.1.3)に代入し、行列要素を計算すると、原子における有効電場 R（増幅因子と呼
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ばれる）は式(1.2.15)で与えられる[4]。R は 2 次の摂動で求めるため、式(1.2.15)は 1 次摂動
で計算可能な分子の有効電場とは定義式が異なる。 
 
        
3
0
3 2 3 2
2 2 * *
0 0
4
1 4 1
k
k
k k
Z c r
R
J a n n E E

 

  
  (1.2.16) 
は微細結合定数、J は電子の全角運動量量子数、
* *
0 , kn n はそれぞれ価電子軌道および価電
子軌道に混成する仮想軌道の有効主量子数、Eiは i 軌道のエネルギーである。r0kは下式
で与えられる。Riは軌道 i の動径関数である。 
   
2 2
1 2J Z     (1.2.17) 
2
0 0
0
k kr R rR r dr

   (1.2.18) 
上の理論では、以下の仮定を置いている。 
(1)核近傍の電子状態が intE に寄与する。 
(2) 核近傍領域では内殻電子が核電荷を遮蔽する効果が小さいため、 intE に寄与する領
域では、SOMO 電子は核電荷 Z の影響を直接的に受ける。 
1)の仮定は物理的直感と合うものであるが、核近傍に電子密度を持つ s 軌道が増幅因子に支
配的に寄与することを数値計算で確かめたわけではない。2)についても、遮蔽の影響を数値
的に考察した上での仮定ではない。確かに同族上の元素を比較する上では、式(1.2.15)を用
いて定性的な傾向を知ることが出来るかもしれない。しかし、同一周期上の元素を比較する
場合は、内殻電子の遮蔽効果の影響を正確に考慮する必要がある。 
 
1. 2. 2. 2 極性分子における Eeffの増加機構 
 1. 1. 2. 2 節で述べたように、電子 EDM の測定は原子実験から始まった。中性原子は Eeff
を持たないため、外部から電場を印加してパリティ混成を起こす必要があり、強い電場を掛
けるほど Eeffは大きくなる。 
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分子を用いた実験は、上の原子実験を参考にして、分子内部に強い電場を発生させること
を念頭に置いて考案された。Sandars は、初めて分子実験を提案した際に、論文中で以下の
ように述べている[5]。「The point that we wish to make in this paper is that such effects can be much 
larger in a suitable polar molecule since a polar molecule can be almost completely polarized in 
attainable laboratory electric fields, whereas the polarization that can be induced in an atom is 
extremely small. （我々が本論文で最も強調したいことは、極性分子は実験室で印加可能な
電場で完全に分極することが出来るため、このような効果は適切な極性分子において非常
に大きくなる。一方、誘起可能な原子の分極は非常に小さい）」。文章中の「このような効果」
は、本論文中における Eeff が増加する効果を意味する。ただしこの論文では、Eeff の増加機
構についての具体的な説明はない。 
分極分子の Eeffの具体的な増加機構は、Sushkov らによって説明された[6]。文献[6]に従っ
てその機構を説明する。1.1.1.3 節で述べたように、s-p mixing が大きくなるほど Eeffは大き
くなるため、原子の場合は外部から強い電場を印加して s-p mixing を起こす必要がある。し
かし、外部から印加する電場の強さには限界があるため、この s-p mixing はそれほど大きく
ならない。次に、ハロゲン化金属（ハロゲン化重原子）分子を考える。また、この重原子は
閉殻系である。ハロゲンを含むような極性の強い分子では、重原子の一つの価電子がハロゲ
ンに引き寄せられている、と解釈することができる（図 1.2.2）。引き寄せられた価電子は、
ハロゲンに局在し、原子実験における外部電場（数 100 kV/cm）より遥かに強い電場（数 100 
GV/cm）を生み出し、この強い電場が重原子に印加される（図 1.2.2）。これにより極性分子
では、真空中の原子より遥かに強い s-p mixing が起こり、これにより Eeffが大きくなる。 
この解釈中では、2 つの原子が形成する化学結合（分子軌道）の性質には全く言及してい
ない。極性分子を、重原子陽イオンが負に荷電したハロゲン（負イオン）中の電場内に置か
れている状態、と解釈している。即ち上の理論では、重原子の s-p mixing を、軽原子アニオ
ンによって誘起された重原子カチオンの電気双極子モーメントに由来するもの、として解
釈している。 
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図 1.2.2 先行研究における極性分子の捉え方 
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第 1. 3章  
有効電場の数値計算法 
 
1. 3. 1 1体の有効演算子を用いた effEˆ の近似表現 
1.1.1.3 節で示した有効電場の演算子を再掲する。 
elec
eff int
ˆ
N
j j
j
E   Σ E  (1.1.3) 
異核 2 原子分子 AB の場合、系の内部電場 Eintは、以下のように表せる。 
int A B e  E E E E  (1.3.1) 
第 1, 2 項はそれぞれ原子核 A, B がつくる電場、第 3 項は電子がつくる電場である。Eeの項
は 2 電子演算子であるため計算が困難であり、Eintには原子核が作る電場が主に効いてくる
と考えられていた[1a]ため、Eint を以下のように近似（後述の注釈(1)参照）して計算された
[1]こともある。 
int A B E E E  (1.3.2) 
Ee を考慮して Eeff を計算するために、式(1.1.3)を変形し、1 体の有効演算子を新たに定義
する[2,3]。 
elec
eff int
2
0 5
ˆ
ˆ, 2
N
j
j
E
H ic p

 
 
    
 σ E
σ
  (1.3.3) 
5 はカイラリティー演算子であり、Dirac-Pauli 表記では以下のように定義される。 
2
5
2

 
  
 
0 I
I 0
 (1.3.4) 
式(1.2.4), (1.3.4)より、 5 は非対角項に値を持つ 4 成分行列となる。 
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2
5
2

 
  
 
0 I
I 0
 (1.3.5) 
そのため、式(1.3.3)の右辺第 2 項の積分では、bra, ket の 4 成分波動関数のうち、large 
(small), small (large)成分が積分に寄与する。 
式(1.3.3)の右辺第 1 項は、 0Hˆ の厳密解で挟んで積分すると 0 になる。そのため、求め
た波動関数が 0Hˆ の厳密解に近く、且つ電子 EDM の項を摂動的に扱うことが出来る場
合、以下の近似が成り立つ。 
2
eff 5
ˆ 2E ic p       (1.3.6) 
上述の通り、式(1.3.6)の右辺の 1 電子演算子は厳密に effEˆ と等価ではない。しかし、式(1.3.2)
の近似式と異なり電子由来の電場の項も考慮しているため、最近では、有効電場のほとんど
の計算がこの近似式を用いて行われている。本研究でも、式(1.3.3)の右辺第 2 項の有効 1 電
子演算子を用いて Eeffの計算を行った。 
 
※注釈 
(1) 福田らが式(1.3.2)と式(1.3.3)を用いて BaF, YbF, ThO の Eeffを計算した結果、両式の差は
数%程度であった[4]。このことから、先行研究の予想通り、電子由来の電場 Ee が Eeff に及
ぼす影響は非常に小さいことが分かる。ただし、この数%の誤差も、4 成分相対論的 CCSD
法を用いて高精度計算を行う場合には無視できなくなる。 
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Dzuba, V. V. Flambaum, and C. Harabati, Phys. Rev. A 84, 052108 (2011). 
[2] Ann-MarieM°artensson-Pendrill and Per¨oster, Phys. Scr. 36, 444 (1987), and references therein. 
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第 1. 4章  
計算方法 
 
1. 4. 1 ソフトウェア 
Kramers Restricted Dirac-Fock (KRDF)波動関数の計算には UTChem[1]を使用し、KRDF 波
動関数を基にした Dirac-CCSD 波動関数の計算には Dirac08[2]を使用した。原子の軌道のエ
ネルギー及び動径分布関数の計算には、数値基底計算プログラム GRASP2K[3]を用いた。
GRASP2K では、多配置性を考慮した Dirac-Fock 法で軌道エネルギーや動径分布関数を計
算する。Gaussian09[4]は、実験的な平衡核間距離が得られていない分子を構造最適化するた
めに使用した。計算に使用した分子の平衡核間距離は、付録 F を参照されたい。 
1) UTChemとDirac08を接続するプログラム、2) Eeffを計算するモジュール副プログラム、
3) Dirac-CCSD 波動関数の線形項のみを使用して期待値計算を行うプログラムは、阿部らに
より開発されたもの[5]を使用した。4 成分波動関数でマリケン電荷を計算するプログラム
は、砂賀らによって開発されたもの[6]を使用した。 
 
 
1. 4. 2 基底関数 
 構造最適化以外の計算では、4 成分相対論法で最適化された基底（Dyall 基底、Watanabe
基底、Sapporo 基底）を使用した。Dyall 基底は、4 成分 Dirac-Coulomb ハミルトニアンを用
いて Multi Reference (MR) CISD 法で最適化された基底関数である。核モデルには、Gauss 型
有限核モデルを用いている。この基底では、仮想軌道の最適化も行われているため、仮想軌
道と占有軌道との重なり積分の計算に適している。例えば、Yb 原子の 6p 軌道の基底関数
は、6s 軌道の 2 つの電子を 6p 軌道に励起させた状態で最適化されている[7]。また、CISD
法によって電子相関を考慮して最適化されているため、本研究で使用した CCSD 法とも相
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性が良い。Watanabe 基底[8]は、Dirac-Fock 法で最適化した基底関数である。核モデルは、不
均一電荷分布型核モデルと Gauss 型有限核モデルの 2 種類が用いられているが、本研究で
は後者を用いた。Watanabe 基底には分極基底がないため、3 次の Douglas-Kroll 法で最適化
された Sapporo 基底[9]の分極基底を加えた。 
 本研究では、H, F, Cl, Cu 原子には Watanabe 基底を使用し、その他の原子には Dyall 基底
を使用した。本来は、電子相関を考慮して最適化された Dyall 基底を、全ての原子に対して
使用することが望ましいが、本論文中の計算された当時、軽元素の Dyall 基底は開発されて
いなかったため、軽元素には Watanabe 基底を使用した。 
 
【文献】 
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第 1. 5章 
結果と考察 
以後、本論文では KRDF 法を DF 法、Dirac-CCSD 法を CCSD 法として表記する。1. 1. 1. 
3 節で述べたように、DF 法では SOMO のみが Eeffに寄与するため、本節では主に SOMO の
解析を行う。計算対象となる異核 2 原子分子は、電子基底状態が 2となるような組み合わ
せを選んだ。p, d, f の下付き文字は、全角運動量量子数 j を表す。例えば、6p1/2は j = 1/2 で
ある 6p 軌道を表す。 
 
1. 5. 1 XF分子の Eeffの比較－遮蔽効果の影響－ 
XF (X = Sr, Cd, Ba, Yb, Hg, Ra)分子の Eeffを Dirac-Fock 法および Dirac-CCSD 法で計算し
た。遮蔽効果の影響を比較するため、X 原子には 2, 12 族元素を選んだ。基底関数は、X 原
子には Dyall DZ, TZ 基底,、F 原子には Watanabe 基底を用い、それぞれに分極基底を加えた。 
ZnF 分子を計算していない理由は、本節の研究を行った 2016 年当時、Zn 原子の Dyall 基
底が開発されていなかったためである。Dyall 以外の基底で計算を行うと、ZnF 分子と他の
分子を比較する際に基底関数依存性が現れるため、有意な結論を述べることが出来ない。
2017 年 1 月現在では、H - Zn 原子の Dyall 基底も開発されており[1]、学術論文を執筆する
際は ZnF 分子の計算結果を追加する予定である。 
 
1. 結果 
Eeffの計算結果を表 1.5.1, 1.5.2 に示す。これらの XF 分子では、電子相関を考慮すると、
DZ, TZ 共に 10−30%程度 Eeffが増加する。各分子の Eeffを比較すると、SrF, BaF, CdF, YbF, RaF, 
HgF の順に大きくなる。Eeff は概ね原子番号の増加に伴い大きくなるが、CdF と BaF 及び
HgF と RaF において原子番号の順に増加していない。この結果は、先行研究[2]の理論（核
電荷 Z が大きくなるほど Eeffが増加する）と矛盾する。 
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CCSD 法で電子相関を取り込んでも Eeff の大きさの順番が変化しないことから、Eeff の大
小関係に主に寄与するのは DF 法の値である。また、本研究で用いた DF 法では、スピノル
間に Kramers 対称性（式(1.2.5)）を仮定しているので、DF 法では Singly Occupied Molecular 
Orbital (SOMO)のみが値に寄与する。そこで、SOMO 電子の波動関数を精密に調べることに
より、DF 法レベルで Eeffの値が大きくなる要因を解析し、上述した CdF と BaF 及び HgF と
RaF において順番の逆転が起こる理由を説明する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. SOMOにおける s-p mixing 
まず、Eeff に寄与する SOMO 電子の分布を調べるために、SOMO のマリケン電荷解析を
行った結果を表 1.5.3 に示す。どの分子においても重原子の s 軌道の値が大きく、このこと
は、SOMO は重原子 s 軌道の寄与が支配的であることを示す。どの分子でも X 原子の p 軌
  SrF CdF BaF 
method DF CCSD DF CCSD DF CCSD 
Eeff  [GV/cm] 1.3 1.9 8.2 9.3 4.6 6.2 
  YbF HgF RaF 
method DF CCSD DF CCSD DF CCSD 
Eeff  [GV/cm] 17.9 21.6 103.4 109.5 42.0 53.9 
  SrF CdF BaF 
method DF CCSD DF CCSD DF CCSD 
Eeff  [GV/cm] 1.5 2.1 9.1 10.9 4.8 6.6 
  YbF HgF RaF 
method DF CCSD DF CCSD DF CCSD 
Eeff  [GV/cm] 18.2 21.3 105.3 114.9 42.6 54.0 
表 1.5.1 XF 分子の Eeff (DZ 基底) 
表 1.5.2 XF 分子の Eeff (TZ 基底) 
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道が SOMO に混入しているが、Cd, Yb, Hg は p 軌道 large 成分の混入が特に大きい。Cd, Hg
の 12 族は、p 軌道 small 成分の混入が大きい。 
 SOMO 電子は重原子 s 軌道の寄与が支配的であるが、p, d, f 軌道の成分もわずかに持つこ
とが分かる。そこで、Eeffに対する各軌道の寄与を調べる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 SrF CdF BaF 
 large small large Small large small 
X_s 0.942 1.1.E−05 0.786 2.8.E−05 0.962 1.1.E−05 
X_p 0.118 2.0.E−06 0.187 6.0.E−06 0.093 2.0.E−06 
X_d 0.004 0.0.E−06 0.006 2.0.E−06 0.013 1.0.E−06 
X_f − − 0.001 0.0.E−06 − − 
F_s −0.045 0.0.E−06 0.003 0.0.E−06 −0.052 0.0.E−06 
F_p −0.019 0.0.E−06 0.017 3.0.E−06 −0.016 0.0.E−06 
F_d 2.E−04 0.0.E−06 0.001 0.0.E−06 3.E−04 0.0.E−06 
F_f 1.E−05 0.0.E−06 −3.E−05 0.0.E−06 7.E−05 0.0.E−06 
 YbF HgF RaF 
 large small large Small large small 
X_s 0.744 1.5.E−05 0.713 4.3.E−05 0.986 1.6.E−05 
X_p 0.173 3.0.E−06 0.180 9.0.E−06 0.070 2.0.E−06 
X_d 0.022 1.0.E−06 0.036 1.1.E−05 0.016 1.0.E−06 
X_f 5.E−04 0.0.E−06 0.003 0.0.E−06 3.E−06 0.0.E−06 
F_s 0.045 0.0.E−06 0.009 1.0.E−06 −0.057 0.0.E−06 
F_p 0.015 0.0.E−06 0.057 8.0.E−06 −0.007 0.0.E−06 
F_d 9.E−06 0.0.E−06 0.002 0.0.E−06 −0.009 0.0.E−06 
F_f 1.E−04 0.0.E−06 −2.E−05 0.0.E−06 2.E−04 0.0.E−06 
表 1.5.3  XF 分子の SOMO のマリケン電荷解析 
表中の”0.0E−06”は、値が 1.0E−06 未満であることを意味する。また、数値が示されて
いない欄（” −”が記されている欄）は、その軌道に基底関数が張られていないため、数値
が存在しない。 
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3.  AO積分解析 
表 1.5.4 は Eeffに主に寄与すると考えられる SOMO 中の基底関数（s, p, d, f）の組み合わ
せを、bra, ket の基底関数の種類毎に分類したものである。式(1.3.3)～(1.3.5)より、4 成分波
動関数の large, small 成分が Eeff に寄与するため、large-small 成分の組み合わせを示してあ
る。表 1.5.4 は全ての基底関数の組み合わせを考慮しているわけではないが、表 1.5.4 中の
軌道の組み合わせの和（total Eeff）と Dirac-Fock 法による値（DF Eeff）とほぼ等しいことか
ら、この表を用いて解析を行う。 
Eeff に主に寄与を与えている部分は、重原子の(small-s, large-p1/2)と(small-p1/2, large-s)の
差である。(small-s, large-p1/2), (small-p1/2, large-s)の絶対値が大きいほど Eeffが大きいわけでは
ない。例えば、CdF と YbF の s, p1/2はほぼ同じであるが、p1/2, s に関しては YbF の方が小さ
く、これが YbF の方が Eeffが大きい原因である。全ての XF 分子において、s, p1/2と p1/2, s 以
外の値は互いに打ち消しあい、Eeffにほとんど寄与しない。以上より、Eeffに主に寄与してい
るのは SOMO の重原子の s, p1/2成分である。この結果は、s, p 軌道が主に Eeff寄与する、と
いう Flambaum の仮定[2]と一致している。 
 
4. 核上の電荷密度 
ここで、Flambaum の近似式（式(1.2.15)）は、核近傍では遮蔽効果を無視できる、と仮定
して作られたものだった。しかし、CdF, HgF（X 原子が 12 族元素）が BaF, RaF（X 原子が
2 族元素）より大きい Eeff を持つところを見ると、遮蔽効果が影響しているように見える。
そこで、GRASP2K を用いて各 X 原子の価電子 s, p 軌道の動径関数を計算し、核近傍部分を
拡大したのが図 1.5.1～図 1.5.4 である。ただし、ns 軌道（n は価電子軌道の主量子数）の動
径関数は中性原子の基底状態で計算し、np1/2軌道の動径関数は、価電子の配置が𝑛𝑠1𝑛𝑝1/2
1 と
なる励起状態を用いて計算した。その結果、図で示した領域では、価電子 s, p 軌道の large, 
small 成分の収縮の大きさの順序は Hg > Ra > Yb > Cd > Ba > Sr となり、Eeffの大きさの順序 
と一致した。Hg, Cd 原子の軌道が Ra, Ba 原子より収縮していることは、4d, 5d 軌道の不完 
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表 1.5.4 Eeffに対する SOMO 中の各成分の寄与 
数値が示されていない欄（” −”が記されている欄）は、その軌道に基底関数が張られ
ていないため、数値が存在しない。 
 
 
 
 
 
 
全な遮蔽効果で説明することができる。以上より、CdF, HgF が BaF, RaF より大きい Eeffを
持つ理由は、d 軌道の不完全な遮蔽効果によって説明することが出来る。 
ただし上の解析は、核近傍の「電子」密度が Eeff に寄与する、という Frambaum の仮定に
基づいていることに注意する必要がある。正確には、Eeff は電子スピンと分子の内部電場
Eintの内積に比例するため（式(1.1.3)）、電子スピンが Eintと平行（或いは反平行）であると
きに Eeffの絶対値は大きくなる。上の解析では、局所的な電子スピンの分布を考慮しておら
ず、Eeff に主に寄与する領域のスピン分布が各 X 原子で大きく変化しないと仮定している。 
 
 
 
 
  Small−Large SrF CdF BaF YbF HgF RaF 
X s, p1/2 19.89 79.91 30.64 79.25 368.55 125.09 
X p1/2, s  −18.55 −71.58 −26.05 −61.42 −263.92 −83.32 
X p3/2, d3/2 0.96 −6.82 2.03 3.94 −32.10 4.62 
X d3/2, p3/2 −0.95 6.72 −1.99 −3.82 30.89 −4.40 
X d5/2, f5/2 − −0.04 − −0.43 0.89 0.06 
X f5/2, d5/2 − 0.04 − 0.42 −0.88 −0.05 
F s, p1/2 0.17 1.52 0.04 0.42 2.99 0.12 
F p1/2, s  −0.17 −1.51 −0.04 −0.42 −2.98 −0.12 
 total Eeff  [GV/cm] 1.3  8.2  4.6  17.9  103.4  42.0  
 DF Eeff  [GV/cm] 1.3  8.2  4.6  17.9  103.4  42.0  
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図 1.5.1 価電子 s 軌道の large 成分の動径関数 
図 1.5.2 価電子 p 軌道の large 成分の動径関数 
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図 1.5.3 価電子 s 軌道の small 成分の動径関数 
図 1.5.4 価電子 p 軌道の small 成分の動径関数 
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5. 超微細磁場 Hhypと有効電場 Eeffの相関 
次に、核近傍の電子分布と Eeffの相関を考えようと思うが、ある領域の動系分布関数と Eeff
の相関を取ろうとすると、領域選択に恣意性が生まれる。そこで、恣意性をなくすために、
不対電子が作る磁場である超微細磁場と Eeffの相関をとる。超微細磁場 Hhyp (T)は、式(1.5.1)
で示すように超微細相互作用定数 AJ (Hz)から核磁気モーメントJ を除いた値で定義される
[3,4]ため、核近傍の不対電子密度が大きくなるほど値が大きくなる。 
hyp J
J
IJh
H A

  (1.5.1) 
I は核スピン量子数、J は全角運動量量子数である。以下、超微細磁場と Eeffの相関を取るこ
とで、核近傍の不対電子密度と Eeffの相関について考察する。 
X カチオンの Hhyp (T)の実験値[4,5]を横軸に、Eeff (GV/cm)を縦軸にプロットしたグラフを
図 1.5.5 に示す。相関係数は 0.97 であり、Hhypと Eeff、すなわち核近傍の電子密度と Eeffは非
常に良い相関があることが分かる。核電荷が大きくなるほど Hhyp が大きくなる傾向にある
が、Cd, Hg の箇所で順番の逆転が起きている。この逆転は、4d, 5d 軌道の不完全な遮蔽効果
に起因する価電子軌道の収縮効果で説明できる。 
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図 1.5.5 超微細磁場 Hhypと有効電場 Eeffの相関 
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1. 5. 2 XH 分子と XF分子の比較－分子の分極と Eeffの相関－ 
 先行研究（1.2.2.2 節）では、極性が大きい分子で Eeffが増加すると考えられていた。本節
では、YbH, YbF, HgH, HgF 分子を例にして、極性が大きい分子で必ずしも Eeffが増加するわ
けではないことを説明する。極性が小さい分子において Eeff が増加する理由は s-p mixing が
大きくなるためであるが、s-p mixing が大きくなる要因を、軌道相互作用の観点から説明す
る。本節の結果は、Phys. Rev. A に掲載された[1]。 
 
1. 結果 
 表 1.5.5 に、Dirac-Fock 法および Dirac-CCSD 法による本研究の計算結果および先行研究
の計算結果を示す。表中の DZ, QZ は、Yb, Hg 原子に Dyall DZ, QZ 基底を使用したことを
意味するが、基底関数の詳細は文献[1]を参照されたい。SasmalらによるHgH分子の計算は、
本研究の手法より高精度に電子相関を取り込むことが出来る手法（CCSD z-vector 法）で行
われたため、比較のために表に示した。HgH 分子における本研究の結果と Sasmal らの結果
の差は約 4%であり、この差は基底関数、考慮した仮想軌道の大きさ、期待値計算法の違い
によるものだと考えられる。表 1.5.5 には、分子軸を重原子から軽原子の方向と定めた場合
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の計算値が書かれており、Eeffが正の値、PDM が負の値となっている。以後、本節では Eeff
及び PDM の絶対値の大小関係を議論する。 
 DF 法と CCSD 法の両者において、YbX, HgX (X = H, F)ともに、水素化物はフッ化物より
大きい Eeff を持つが、これは PDM の傾向と正反対である。すなわち、水素化物の PDM の
値はフッ化物より小さい。この傾向は、先行研究の理論「分極が小さい分子は小さい Eeffを
持つ」と反対である。また、水素化物とフッ化物の Eeffの差は、CCSD 法で電子相関を考慮
すると大きくなる。CCSD 法/QZ 基底による HgH と HgF の Eeffの差は約 3.7%であり、実験
値との一致から推測される CCSD 法の誤差（6%－8%）[3,4]より小さい。一方、同様の計算
レベルにおける YbH と YbF の Eeffの差は約 26.2%であり、CCSD 法の誤差より十分に大き
い。従って、少なくとも Yb 系においては、水素化物がフッ化物より大きい Eeffを持つと結
論付けることが出来る。 
 電子相関によって4分子全てのEeffは増加するが、PDMの値は、Yb系においては増加し、
Hg系においては減少する。YbF, HgF, YbH分子は比較的大きいPDMの値（3.59-2.93 (D)）を示
しているが、HgHは他の3分子に比べて非常に小さいPDM（0.15 (D)）を示す。この傾向は、
分子を構成する原子の電気陰性度によって定性的に説明することが出来る。H, F, Yb, Hg原
子のAllred-Rochowの電気陰性度[5,6]は、それぞれ2.20, 4.10, 1.06, 1.44である。電気陰性度差
はYb-F間が最も大きいが、それと同様に、YbF分子は最も大きいPDM（3.59(D)）を持つ。同
様に、他の3分子でも、2原子間の電気陰性度差の順番は、本研究におけるPDMの計算値と等
しい。 
 HgHにおけるPDMとEeffの関係は、先行研究に基づく直感に反する。最も大きいEeffを持つ
一方で、最も小さいPDMを持つ。1.2.2.2節で述べたように、一般に、分極が小さい分子では
Eeffが減少すると考えられている。1.2.2.2節の理論に加えて、極性が小さくなると、結合が共
有結合性になりSOMO電子が重原子側に局在しなくなるため、SOMO電子が重原子核由来の
強い電場を感じられなくなる可能性がある。 
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aDyall.cv4z basis set was used for Hg atom, and cc-pCVQZ basis set was used for H atom. 
 
2. 全電子マリケン電荷解析 
 先行研究の理論と矛盾する計算結果を説明するために、マリケン電荷解析を行った。表
1.5.6に、DF法/QZ基底で求めた波動関数の、全電子のマリケン電荷解析の結果を示す。ただ
し、重原子のg, h, i軌道および軽原子のd, f軌道は非常に小さいので、表からは省略した。 
 表1.5.6より、4分子全てにおいて、重原子（Yb, Hg）のs電子の数が中性原子のs電子の数で
ある12より減っている。逆に重原子のp電子の数は、中性原子のp電子の数である24より増え
ている。このs, p電子の挙動は、後述するSOMOのs-p mixingで説明することが出来る。一方
軽原子においては、水素原子のs電子の数およびフッ素原子のp電子の数が増えているが、こ
の傾向は重原子の価電子が軽原子側に局在したためだと解釈できる。この表のマリケン電
荷から、YbH, YbF, HgFのH, F原子は強く負に荷電していることが分かる。中性軽原子と分
子中の原子との電子数の差は、YbH, YbF, HgF分子において0.59, 0.81, 0.54である。逆にHgH
のH原子は、それほど負に荷電していない。中性原子との電子数の差は、0.14に過ぎない。
この傾向は、上述したPDM及び電気陰性度差による議論と一致している。 
 PDMとの比較で確認したにもかかわらず、マリケン電荷によって分子の電気的な分極に
ついて考察した理由は、PDMと分子の電気的な分極の大小関係は、必ずしも一致しないか
Property Eeff (GV/cm) PDM (Debye) 
Method DF CCSD DF CCSD 実験値 
Basis set DZ QZ DZ QZ DZ QZ DZ QZ  
YbH 21.5 21.8 25.9 31.3 −2.61 −2.62 −2.56 −2.93  
YbF [7] 17.9 18.2 21.9 23.2 −3.20 −3.20 −3.37 −3.59 −3.91 [7] 
HgH 104.7 106.9 114.1 118.5 −0.66 −0.62 −0.27 −0.15 − 0.47 [8] 
HgHa [8]  106.9  123.2      
HgF 103.4 105.3 110.3 114.4 −3.90 −3.88 −3.10 −2.97  
表 1.5.5 DF 法および CCSD 法による Eeff, PDM の計算結果 
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らである。分子を古典的な電気双極子と仮定すると、PDMはqd （q:原子の電荷, d:核間距離）
で与えられるが、電気的な分極(q)が小さくても、核間距離(d)が大きいとPDMは大きくなり
うる。マリケン電荷解析により、分子の電気的な分極(q)だけを調べた結果が表1.5.6である。 
 
 
 
 
  YbH YbF HgH HgF 
Heavy (s) 10.91 10.87 11.38 11.12 
Heavy (p) 24.33 24.15 24.52 24.31 
Heavy (d) 20.17 20.16 29.94 29.96 
Heavy (f) 14.01 14.01 14.01 14.05 
Heavy total 69.41 69.18 79.85 79.44 
Light (s) 1.58 4.01 1.12 3.96 
Light (p) 0.01 5.81 0.02 5.59 
Light total 1.59 9.81 1.14 9.54 
 
3. SOMO電子マリケン電荷解析 
 PDMは分子内の全電子の分布に依存するが、Eeffの計算では、DFレベルでは閉殻軌道の値
は互いに打ち消しあうため、SOMOのみEeffの値に寄与する。そこで、SOMOのマリケン電荷
解析を行った結果を表1.5.7に示す。YbH, YbF, HgF分子では、SOMOの重原子のマリケン電
荷の値は0.9以上である。HgH分子のSOMOの重原子のマリケン電荷の値は0.83であり、他の
3分子より小さい値を示している。 
 直感的には、SOMO電子が重原子に局在していた方が、重原子核由来の電場を受けやすい
ためEeffが増加しそうである。しかし、水素化物は、SOMO電子の重原子が小さいにもかか
わらず大きいEeffを持つ。その理由は仮想6p軌道のSOMOへの混入から説明できる。4分子全
てにおいて、重原子の6s軌道がSOMOに主に寄与するが、重原子の仮想6p軌道の混入も起こ
表 1.5.6 YbH, YbF, HgH, HgF 分子の全電子マリケン電荷解析 
“Heavy total”は重原子の s, p, d, f 軌道のマリケン電荷の和を表す。また、”Light total”
は軽原子の s,p 軌道の和を現す。この表記は、表 1.5.2.3 においても同様である。 
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るのである。1. 1. 1. 3節で述べたように、SOMOにおいて重原子のs-p mixingが大きくなるこ
とが、Eeffが増加する条件である。表1.5.7より、水素化物のSOMOにおける重原子のp成分は、
フッ化物のそれより大きいため、水素化物の方がフッ化物よりs-p mixingが大きいと言える。
これが、水素化物がフッ化物より大きいEeffを持つ理由である。 
 
 
  YbH YbF HgH HgF 
Heavy (s) 0.68 0.86 0.40 0.71 
Heavy (p) 0.27 0.13 0.40 0.18 
Heavy (d) 0.03 0.02 0.02 0.04 
Heavy (f) 2×10−5 3×10−4 4×10−3 3×10−3 
Heavy total 0.98 1.01 0.83 0.93 
Light (s) 0.02 −4×10−3 0.17 0.01 
Light (p) 6×104 −2×10−3 0.01 0.06 
Light total 0.02 −0.01 0.17 0.07 
 
4. 軌道相互作用理論に基づく SOMOの s-p mixingの解析 
 次に、水素化物でフッ化物より大きいs-p mixingが起こる理由を考える。同一原子に属す
るs-p軌道間の重なり積分はゼロになるため、このs, pの直接的な相互作用は弱い（ただし、
対象とする原子の周りに別の原子の核電荷が存在するため、直接的な相互作用が全くない
わけではない）。 
 分子内の同一原子のs-p mixingは、軌道相互作用理論で解釈することができる[9,10]。この
理論では、2つの原子軌道は、原子軌道エネルギー差が小さく重なり積分の値が大きいほど
強く相互作用し、分子軌道を形成する。この理論によると、重原子の6s-6pのmixingは以下の
ように2つの段階に分けて解釈できる。(i)重原子の6s軌道が軽原子の価電子s, p軌道と相互作
用する。(ii) 軽原子の価電子軌道が重原子の6p軌道と相互作用する。このように、重原子の
6s, 6p軌道は軽原子の価電子軌道を媒介して混成するので、価電子軌道との相互作用が、6s, 
表 1.5.7 YbH, YbF, HgH, HgF 分子の SOMO 電子のマリケン電荷解析 
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6p軌道のmixingを考える上で重要である。以後、簡単のため、(i)の段階についてのみ考える。 
 表1.5.8に、4分子における重原子の6s軌道と軽原子の価電子軌道の、軌道エネルギー差お
よび重なり積分の値を示す。軌道エネルギー差はプログラムGRASP2Kを用いて計算し、重
なり積分は、重原子には縮約Dyall QZ基底、軽原子には縮約Watanabe基底を用いて、プログ
ラムUTChemを用いて計算した。表1.5.8より、軌道エネルギー差と重原子のSOMOのマリケ
ン電荷のp成分は、負の相関を示している。一方、重なり積分とはSOMOのマリケン電荷の
p成分は、正の相関を示している。これらの結果から、水素化物の示す大きなs-p mixingは、
小さい軌道エネルギー差および大きい重なり積分に起因できると考えられる。この結果は、
軌道相互作用理論（付録C参照）から予想できる傾向と一致している。同様に、HgF分子に
おけるSOMOのs-p mixingがYbFより大きい理由も、HgFの小さい軌道エネルギー差から説明
することができる。図1.5.6に、4分子のSOMO、SOMO−1および原子の価電子軌道のエネル
ギーダイアグラムを示す。 
 
 
 
 
 YbH YbF HgH HgF 
Energy difference (a.u.) (heavy 6s, light valence) 0.30 0.54 0.17 0.41 
Overlap integral (heavy 6s, light valence) 0.38 −0.06 0.42 −0.12 
SOMO-MP of p orbital of heavy atom 0.27 0.13 0.40 0.18 
 
表 1.5.8 重原子の 6s 軌道と軽原子の価電子軌道の、原子軌道エネルギー差と重な 
り積分および重原子の SOMO のマリケン電荷の p 軌道成分の比較 
H, F, Yb, Hg 原子の価電子軌道(1s, 2p3/2, 6s, 6s)の軌道エネルギーは、プログラム
GRASP2K を用いて、中性原子の基底状態で計算された。 
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図 1.5.6 H, F, Yb, Hg 原子の原子軌道エネルギー及び YbH, YbF, HgH, HgF 分子の
SOMO, SOMO−1 のエネルギーダイアグラム 
H, F, Yb, Hg 原子の価電子占有軌道(1s, 2p, 6s, 6s)のエネルギーは、中性原子の基底
状態で計算した。Yb, Hg 原子の 6p1/2軌道のエネルギーは、価電子の配置が6𝑠16𝑝1/2
1
となる励起状態を用いて計算した。原子軌道の計算には GRASP2K を使用した。4
分子の分子軌道エネルギーには Dirac-Fock 法および QZ 基底を使用した。 
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5. s-p mixing と有効電場の関係 
 上の段落では、s-p mixingが大きくなる要因として小さい軌道エネルギー差および大きい
重なり積分を挙げたが、これらとEeffは必ずしも比例するとは限らず、また、これらが必ず
しもEeffを増加させるとは限らない。その理由は2つある。1つ目の理由は、Eeffが増加するた
めに重要なのことは、s軌道とp軌道のバランスである。p軌道の寄与が大きくなると、SOMO
に対するs軌道の寄与は必然的に小さくなる。例えば、HgHのSOMOにおけるHg原子のs軌道
の比率はHgF分子より小さいが、その理由は、HgHではHg原子のp軌道の混入がHgF分子よ
り大きいためである。また、HgHはHgFより少しだけ大きいEeffを持つのに対し、YbHはYbF
と比べて比較的大きいEeffを持つが、その理由は、YbHはHgHよりSOMOにおけるYb, Hg原子
のs軌道の比率が大きいためである。2つ目の理由は、軌道エネルギー差が小さくなると、重
原子の6p軌道だけでなく、軽原子の価電子軌道もSOMOに多く混入するようになるためであ
る。SOMOに対する軽原子の寄与が大きくなると、SOMOに対する重原子の寄与は必然的に
小さくなる。この傾向はHgHに現れており、HgHとHgFのEeffの差が、YbHとYbFのそれより
大きくならない理由の一つは、HgHのSOMOにH原子の1s軌道が比較的多く混入しているた
めである。軌道エネルギー差がゼロに近くなると、結合が共有結合性になり、軽原子の価電
子軌道が重原子の価電子軌道と同程度にSOMOに混入するようになる。その場合、SOMO電
子は重原子に局在化しなくなるため、Eeffの値は非常に小さくなる。 
 
6. まとめ 
 本節では価電子軌道のエネルギー差が小さくなるとs-p mixingが大きくなる傾向にあるこ
とを示したが、この結論は、大きいEeffを持つ実験に適する分子を探索する際に役立つ。
Koopmansの定理によると、価電子軌道エネルギーはイオン化エネルギーと等しいため、原
子のイオン化エネルギー差から軌道エネルギー差を定性的に見積もることができる。即ち、
s-p mixingが大きく、大きいEeffを持つと予想される分子を、イオン化エネルギー差から予想
することができるのである。 
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1. 5. 3 重原子－重原子分子の Eeff－Eeffを強め合う分子・弱め合う分子－ 
1. 5. 2 節で極性が小さい分子でも大きな Eeffを持つことが示されたので、重原子－重原子
分子の有効電場について考察した。1. 5. 1 節によると、遮蔽による大きさの逆転はあるもの
の、核電荷が大きい重原子を持つ分子は概ね大きな Eeff を持つ。重原子－重原子分子では、
互いの重原子由来の Eeffが高め合い、より大きな Eeffを持つ可能性がある。 
 
1.  解析方法 
物理的には分子内の Eeffの高め合い・打ち消し合いの問題であるが、数値計算的には、各
原子核由来の Eeff の符号が同符号か異符号か、という問題になる。Eeff の値は絶対値が報告
されることも多いが、Dmitriev らは HgF と PbF 分子は異なる符号の Eeff を持つことを示し
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た[1]。そこで本研究では、HgX, PbX 分子を用いて重原子－重原子分子の Eeffを考察した。
X 原子には、系が単配置電子状態理論で記述可能な常磁性分子となるように、Au, At を選ん
だ。 
HgAu 分子を例にして、Hg 原子由来の有効電場 HgeffE および Au 原子由来の有効電場
Au
effE
を以下のように定義する。 
Hg * Hg Hg * Hg Au
eff eff eff
, ,
Au * Au Au * Au Hg
eff eff eff
, ,
ˆ ˆ
ˆ ˆ
a b a b a a a a
a b a a
a b a b a a a a
a b a a
E C C E C C E
E C C E C C E
   
   
 

      
  
 
 
 
 
 (1.5.2) 
Hg は Hg 原子の基底関数、Au は Au 原子の基底関数である。式(1.5.2)が示すように、各基
底関数積分 effEˆ  の項を各基底関数が属する原子に分割し、異なる原子間の基底関数積
分はそれぞれの原子に均等に割り振った。 
 
2.  結果 
表 1.5.9 に、Dirac-Fock 法および Dirac-CCSD 法で求めた HgAu, HgAt, PbAu, PbAt 分子の
Eeffを示す。基底関数は、全ての原子に Dyall DZ 基底を用いた。HgAu, HgAt 分子では電子
相関の影響が大きいものの、XAu, XAt (X = Hg, At)分子間の定性的な Eeffの大きさの傾向は
変わらない。XAu と XAt の Eeffの挙動には Dirac-Fock 法の寄与が支配的であるため、以後、
Dirac-Fock 法で解析を行う。 
 
 
method HgAu HgAt PbAu PbAt 
DF 5.3 83.0 -33.0 -44.8 
CCSD 39.2 107.3 -32.9 -44.5 
  
 
表 1.5.9  重原子－重原子分子の Eeff (GV/cm) 
― 
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図 1.5.6 に、非縮約基底（Dyal DZ）および最小基底（縮約 Dyall QZ）で求めた Eeffの値を
示す。最小基底による Eeffは、6s, 6p 軌道の行列要素の和を示した。先行研究[1]の結果と同
様に、Hg（正）と Pb（負）は異符号の Eeffを示している。また、この図より Au 系は各原子
の Eeffが逆符号であり、At 系では同符号であることが分かる。すなわち、Au 系では Hg, Pb
由来の Eeffと Au 由来の Eeffが打ち消し合うが、At 系では互いの原子が分子の Eeffを高め合
っている。最小基底の傾向は非縮約基底のそれと同様であるため、以後の解析は最小基底を
用いて行う。 
 
 
 
3.  Eeffの符号の要因 
HgY (Y=Au, At)分子における Hg 原子の 6s,6p1/2軌道に由来する有効電場
Hg,6 6
eff
s pE は以下の
ように表せる。 
 Hg Hg,6 6 Hg Hg Hg,L Hg,S Hg,L Hg,Seff eff 6 6 6 eff 6 6 eff 6ˆ ˆ2 Re Res p s p s p p sE E C C E E         
(1.5.3) 
式(1.5.3)より、 Hg,6 6eff
s pE の符号は MO 係数 Hg Hg
6 6s pC C の符号と AO 積分 effEˆ  の符号から
一意に定まる。そこで Hg, Pb, Au, At 原子の AO 積分を計算した結果（表 1.5.10）、4 つの全
図 1.5.6 重原子－重原子分子の Eeffの挙動 
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ての原子において、 L S
6 eff 6
ˆ
s pE  の符号は負、
L S
6 eff 6
ˆ
p sE  の符号は正であり、後者の
方が絶対値が大きいことが分かった。このことから、分子中の各原子の effE の符号は MO 係
数の符号に依存することが分かる。すなわち、最小基底モデルでは、原子間の化学結合の様
式によって effE の挙動が決定する、と考えるのである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.  軌道相互作用理論に基づく MO係数の符号の解析 
各分子間の MO 係数の符号を、軌道相互作用理論で考察する。例として、有効電場を高
め合う HgAt, PbAt 分子について考察する。以下の図における軌道エネルギーは GRASP2K
で求めた。重なり積分は、縮約 Dyall QZ 基底を用いて UTChem で計算した。軌道相互作
用理論の詳細は、付録 C 及び文献[2,3]を参考にされたい。以下、HgAt 分子を例にして説
明する。簡単のため、Hg の 6s1/2, 6p1/2軌道を 6s, 6p と表記する。また、At 原子の 6s1/2, 6p1/2, 
6p3/2軌道をそれぞれ 6s, 6p, 6p と表記する。 
Hg, At 原子の軌道エネルギーを図 1.5.7 に示す。軌道エネルギーが最も高い価電子軌道は
Hg の 6s 軌道であるので、SOMO に主に寄与する軌道は 6s 軌道だと仮定し、この軌道と他
の原子軌道との相互作用を考える。Hg の 6p 軌道は 6s 軌道と対称性が異なるため、1 対 1
軌道相互作用では混ざらず、2 対 1 軌道相互作用で解釈する必要がある。At 原子の 6s, 6p 軌
道は、Hg の 6s 軌道と 1 対 1 軌道相互作用することで SOMO に混入する。 
  
L S
effEˆ   
Large Small Au Hg Pb At 
6s 6p −145623 −153726 −204415 −280006 
6p 6s 157922 159738 219367 343461 
表 1.5.10  AO 積分の符号 
 AO 積分は、UTChem を用いて計算した。基底関数は、縮約 Dyall QZ 基底を用いた。 
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 Hg Hg
6 6s pC C の符号を考察するために、軌道相互作用理論に基づいて
Hg Hg
6 6p sC C の符号を求め
る（図 1.5.8 参照）。重なり積分 S6p6s, S6p6pは共に負であるから、図 1.5.8 の分子の(S)は共
に正となる（付録 C 参照）。分母の軌道エネルギー差については、  A6 6Hg tps   は正、
 H6 6Hg gps  は負となる。以上より、 Hg Hg6 6s pC C の符号は負である。 
At At
6 6s pC C の符号を考察するために、軌道相互作用理論に基づいて
At Hg
6 6s sC C , 
At Hg
6 6p sC C の
符号を求める（図 1.5.9 参照）。分母の Hg6sC が共通であるため、それぞれの符号の積が
At At
6 6s pC C
の符号となる。S6p6s が負であるから
At Hg
6 6s sC C の分子  6 Hg66 66s sp p sS  は正、分母の軌道
エネルギー差  tHg6 A 6s p  は正となるため、 At Hg6 6s sC C は正である。また、 66 ssS が正である
から分子の  6 Hg66 66s ss s sS  が負、分母の  tHg6 A 6ss  は正となるため、 At Hg6 6s sC C は負
となる。 
 
  
図 1.5.7 Hg, At 原子の軌道エネルギー準位図 
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以上より、 At At
6 6s pC C は負となる（図 1.5.9 参照）。  Hg6ij s ijS  の符号の詳細については、
付録 C を参考にされたい。 Hg Hg
6 6s pC C , 
At At
6 6s pC C 共に負であり、
Hg
effE , 
At
effE は同符号となるため
HgAt 分子の Hg, At 原子や effE を高め合う。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
図 1.5.8  Hg Hg6 6s pC C の符号 
図 1.5.9 At At
6 6s pC C の符号 
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同様に、PbAt 分子において effE が強め合う理由、および HgAu, PbAu 分子において effE が
打ち消し合う理由は、各原子の MO 係数の符号が異なっているからである（表 1.5.11）。こ
れらの MO 係数の符号も軌道相互作用理論によって解釈することが出来るが、冗長になる
ので省略する。 
  HgAu HgAt PbAu PbAt 
Hg, Pb 
C6s 0.418 0.662 −0.125 −0.125 
C6p −0.201 −0.202 −0.742 −0.815 
Au, At 
C6s −0.824 −0.039 0.252 0.010 
C6p −0.090 0.157 −0.062 0.100 
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1. 5. 4 本研究と先行研究の比較―XAt と XF (X = Ba, Yb, Ra)― 
 1. 5. 1 節－1. 5. 3 節の研究結果によって得られた結論は、以下の通りである。 
1) 重原子の核電荷 Z が大きいほど、概ね Eeffは増加するが、d 電子の不完全な遮蔽効果
が大きい分子では、Eeffは更に増加する。 
2) 分極が小さい分子でも、価電子軌道エネルギー差が小さく重なり積分が大きくなれ
ば、s-p mixing が大きくなるため、Eeffが増加する。 
3) At を含む XAt 分子（X は重原子）では、At 由来の Eeffと X 原子由来の Eeffが高め合
表 1.5.11  HgAu, HgAt, PbAu, PbAt 分子の L L
6 6,s p  の MO 係数 
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うため、分子の Eeffが増加する。 
1)については、1. 5. 1 節で BaF, RaF（先行研究：Z が大きい分子）より CdF, HgF（本研究：
遮蔽効果が効く分子）の方が大きな Eeffを持つことを、Eeffの数値計算で示した。 
本節では、2), 3)に基づき、XF（先行研究：分極が大きい分子）と XAt（本研究：価電子
軌道エネルギー差が小さく、At 由来の Eeffも寄与する分子）を比較する。At 原子の IE は F
原子のそれより小さいため、Koopmans の定理より、重原子の価電子軌道エネルギー差は小
さくなりうる。重原子 X には、Ba, Yb, Ra を用いた。 
 
1.  結果 
図 1.5.10 に、Dirac-Fock 法で計算した XF, XAt 分子の Eeffを示す。基底関数は、F 原子に
は Watanabe 基底、その他の重原子には Dyall DZ 基底を用いた。この図から、BaAt, YbAt 分
子は約 70%、RaAt 分子は約 40%、対応する XF 分子より Eeffが増加していることが分かる。 
XAt 分子の Eeffの増加には、X 原子由来の Eeff自体の増加と、At 原子由来の Eeffの強め合
いの 2 つが寄与している。X 原子由来の Eeffが XF より増加した理由は、X－At 間の価電子
軌道エネルギー差が X－F 間のそれより小さく、XAt 原子において大きい s-p mixing が起き
たためだと考えられる。At 原子由来の Eeffは、YbAt 分子で最も大きい。RaAt 分子において
は、Ra 原子由来の Eeffが大きいため、At 原子由来の Eeffの比率は相対的に小さい。 
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1. 5. 5 実験対象分子の提案―RaX (X = Ag, I, At)― 
上節（1. 5. 1 節～1. 5. 3 節）では有効電場の解析を行ったが、先行研究の分子より Eeffが
増加する分子を探そうとしても、Eeffは最大でも 70%程度しか大きくならない（1. 5. 4 節）。
1. 5. 1 節の結論によると、d 電子の不完全な遮蔽効果が大きい超重原子を使用すれば更に Eeff
が増加すると予想される。しかし、超重原子は半減期が短すぎるため、分子の生成および測
定実験が困難である。図 1.1.4 が示すように、現在より数桁以上小さい電子 EDM の値を予
測している素粒子理論も存在するため、Eeff の増加機構に着目するだけでは、電子 EDM の
確定値に到達しないことは明白である。電子 EDM を検出するためには、実験的な観点にお
いても測定感度の良い分子を提案する必要がある。 
 
1.  配向制御しやすい分子の特徴 
電子 EDM の測定感度と関係するパラメータは式(1.1.12)で示したが、1. 1. 2. 1 節で述べた
ように、電子 EDM 実験では分子を外部磁場の向きに配向させる必要がある。文献[1-3]によ
ると、電子配置が 2である分子を配向させるために必要な電場
polE は、D を分子の PDM、
図 1.5.10 XF 分子と XAt 分子の Eeffの比較 
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B を回転定数として、下式で与えられる。 
pol 2DE B  (1.5.4) 
式(1.5.4)の意味は、剛体回転子近似下における回転エネルギー準位間隔(2B)より、PDM－Epol
間の安定化エネルギーの方が大きい必要がある、ということである（後述の注釈(1)参照）。 
電子 EDM 測定と Epol の関係については、一般に、Epol が小さいと系統誤差が小さくなる
[4]。即ち、PDM が大きく B が小さい分子は系統誤差が少なく実験的に有利である。本節で
は、PDM が大きく B が小さい分子として、RaAg, RaI, RaAt 分子の提案を行う。上節で示し
たように、重原子－重原子分子でも大きい Eeffを持ちうる。 
 
2.  Eeffの計算結果 
 図 1.5.11 に、Dirac-CCSD 法および Dyall DZ 基底で計算した RaX (X = F, Cl, Br, I, At, Cu, 
Ag, Au)と ThO 分子の Eeffを示す。X 原子は、RaX の電子状態が 2になるように選んだ。図
中の ThO 分子の Eeffは、Skripnikov らによって計算されたものである[5]。ThO は、電子 EDM
の上限値が発見された分子であるため、RaX 分子との比較のために示してある。YbF 分子
でも電子 EDM の上限値が発見されたが、図 1.5.11 の分子と比べると Eeffの値はずっと小さ
い（Eeff = 23.2 GV/cm [6]）ため、図には示していない。図 1.5.11 より、RaI, RaAt, RaCu, RaAg
分子の Eeffは、ThO 分子と同程度であることがわかる。 
 
3.  Epolの計算結果 
次に、RaX 分子の Epol を図 1.5.12 に示す。ThO の電子状態は 2ではなく 2であり、Epol は
式(1.5.5.1)とは異なる式で定義されるため、ここでは言及しない（ThO の Epolは約 10V/cm 程
度[4]である）。図より、RaI, RaAt, RaAg, RaAu 分子は他の RaX 分子より小さい Epolを
示している。その理由は X 原子が重原子であり、平衡核間距離が他の RaX 分子より大きい
ため、B が小さく、PDM は大きくなるためである。RaX と同じの電子状態を持つ YbF 分
子では、実際の実験で印加した Epolは 10kV/cm[7]であるが、RaI, RaAt, RaAg, RaAu 分子は、
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より小さい Epol（0.6kV/cm 以下）を持つ。RaI, RaAt, RaAg, RaAu 分子は、既存の実験対象で
ある YbF 分子より小さい Epolという点で、実験感度の良い分子である。 
 
 
 
 
4.  まとめ 
 Eeffの議論と Epolの議論を合わせると、RaAg, RaI, RaAt は「ThO と同程度に大きい Eeff」
を持ち、且つ「YbF より 2 桁程度小さい Epol」を持つため、測定感度の良い分子であるとい
図 1.5.11 RaX 分子と ThO の Eeffの比較 
図 1.5.12 RaX 分子の Epol 
図に記されていない RaF の Epolは、1.5(kV/cm)より大きい。 
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える。 
 
※注釈 
(1) ただし、上の電場を印加すると分子が完全に配向するわけではない。例えば、TlF 分子
に 25kV/cm の電場を掛けると、TlF 分子は 76%程度配向する[1]。 
 
【文献】 
[1] I. B. Khriplovich and S. K. Lamoreaux, CP Violation Without Strangeness: Electric Dipole 
Moments of Particles, Atoms, and Molecules (Springer Berlin Heidelberg, New York, 1997). 
[2] A. Derevianko and M. G. Kozlov, Phys. Rev. A 72, 040101(R) (2005). 
[3] V. S. Prasannaa, A. C. Vutha, M. Abe, and B. P. Das, Phys. Rev. Lett. 114, 183001 (2015). 
[4 A. C. Vutha, B. Spaun, Y. V. Gurevich, N. R. Hutzler, E. Kirilov, J. M. Doyle, G. Gabrielse, and D. 
DeMille, Phys. Rev. A 84, 034502 (2011). 
[5] L. V. Skripnikov and A. V. Titov, J. Chem. Phys. 142, 024301 (2015). 
[6] A. Sunaga, M. Abe and M. Hada, and B. P. Das, Phys. Rev. A 93, 042507 (2016). 
[7] D. M. Kara, I. J. Smallman, J. J. Hudson, B. E. Sauer, M. R. Tarbutt, and E. A. Hinds, New. J. Phys. 
14, 103051 (2012). 
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第 1. 6章 
まとめ 
 
各章で Dirac-Fock 法と Dirac-CCSD 法の値を比較したが、Dirac-Fock 法における Eeff は
CCSD 法による傾向を良く再現していた。このことから、各分子における Eeff の大小関係は
Dirac-Fock の寄与が支配的であり、1 電子描像による解析が Eeff の解釈に有効であることが
分かった。実際、軌道相互作用理論による解析は、Eeff の傾向を非常に良く説明できる。た
だし、Dirac-Fock 法と Dirac-CCSD 法の Eeffの値には有意な差があるので、Eeffの値を高精度
に求めたい場合は、Dirac-CCSD 法を用いて電子相関を考慮した計算を行う必要がある。 
Eeffの増加機構を考える際に基盤となる理論は、以下の 2 点である。 
(1) 重原子核近傍の電子密度が大きくなるほど、Eeffが増加する。 
(2) SOMO において重原子由来の軌道の s-p mixing が大きくなるほど、Eeffが増加する。 
即ち、(1)核近傍の電子密度が大きくなる要因、(2)SOMO において重原子由来の軌道の s-p 
mixing が大きくなる要因を解明できれば、Eeffの増加機構を説明することが出来る。 
(1)については、先行研究では、核近傍領域（Eeffに主に寄与する領域）の電子密度は、内
殻電子の遮蔽の影響を受けない、と考えられていた。一般に、価電子軌道の収縮効果は核近
傍領域の分布が小さい d, f 電子によるものであることを踏まえると、一見この予想は正しい
ように見える。しかし本研究（1. 5. 1 節）では、核近傍領域にも、d 電子の不完全な遮蔽効
果で説明可能な傾向が現れることを明らかにした。これにより、d 電子を多く含む原子は、
比較的大きい Eeffを持つことが分かった。 
(2)については、先行研究では、異核 2 原子（重原子－ハロゲン）分子が、「重原子カチオ
ンとそれを誘起的に分極させるハロゲン負イオン」として捉えられていたため、分子の分極
が増加するほど Eeffが増加すると考えられていた。しかし本研究（1. 5. 2 節）では、異核 2
原子分子を「化学結合した 2 つの原子」として捉えて s-p mixing が大きくなる要因を解析し
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た。軌道相互作用理論によると、s-p mixing は(A) 2 原子間の重なり積分が大きく、(B) 価電
子軌道エネルギー差が小さいほど大きくなる。本研究では、XH 原子(X = Yb, Hg)が XF 分子
より大きい Eeffを持つ理由を、(A), (B)に起因する s-p mixing であると結論付けた。 
Au 原子を含む重原子－重原子分子では各重原子由来の Eeffが弱め合うが、At 原子を含む
重原子－重原子分子では、各原子由来の Eeffが強め合うことが分かった。XAt(X = Ba, Yb, Ra)
分子では、XF 分子より 40%−70%程度 Eeffが増加する。At 原子を含む分子で Eeffが強め合う
理由は、軌道相互作用理論に基づいて解釈した MO 係数の符号から説明できる。 
Eeffの解析を行うだけでなく、小さな Epolを持ち配向制御の点で実験に有利な RaX (X = I, 
Au, At)分子を提案した。RaX が小さい Epolを持つ理由は、PDM が大きく回転定数 B が小さ
いためである。小さい Epol を持つことに加えて、RaX 分子は、既存の実験対象分子である
YbF 分子より大きな Eeffを持つため、今後の実験対象分子として期待される。 
本研究では、Eeffの増加機構の解析と Epolが小さい分子の提案を行ったが、これらの研究
を実験的に行うことは不可能である。Eeffは実験的に求めることができないため、量子化学
計算が必要不可欠である。PDM は実験的に測定することが可能であるが、量子化学計算で
は、実験より低コスト・短時間で複数の分子の PDM を求め、比較・検討することができる。
更に、実験的に生成されていない分子の物性値を計算することもできる。実験値がない分子
の物性値を予測し、既存の実験対象分子より測定感度が良い分子を提案できる、という意味
で、量子化学計算は電子 EDM の測定実験を先導することが可能である。 
先行研究の Eeff の増加機構では、Eeff が小さいと予想され実験対象から排除されていた分
子もあるだろう。本研究では、そのような分子においても Eeffが増加する場合があることを
見出し、実験対象分子としての選択肢を広げた。本研究で得た Eeffの増加機構を活用しなが
ら実験的に測定感度の良い分子を見出し、更に測定技術の向上を行うことが、電子 EDM を
検出するために極めて重要である。  
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第 2章 
 
 
4成分相対論法に基づく 
超微細結合定数の量子化学計算 
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第 2. 1章  
序論 
 
2. 1. 1 超微細結合定数 
 本章では超微細結合定数の概要について述べる。演算子の導出は後述（2.2 章）する。 
 電子スピンと核A のスピンとの磁気的相互作用を超微細相互作用といい、相互作用の大
きさを超微細結合定数
A,t ua ( , , ,t u x y z )と定義する。 A,t ua の値を実験的に得るためには、
核スピン由来の磁場によって現れた ESR スペクトルの分裂（超微細構造）の分裂幅を測定
する。量子化学計算では、電子のスピン角運動量演算子 Sˆ、核のスピン角運動量演算子 Iˆ 、
1 分子の超微細相互作用由来のエネルギーを E として 
A
A
ˆˆ
E   
IS
a   (2.1.1) 
で与えられる。
A,t ua はエネルギーの次元を持つ量であり、
4 110 cm  やMHz 等で表記される。 
重原子系では、電子の軌道角運動量とスピン角運動量との合成が起こるため、電子スピン
は波動関数の良い量子数ではない。そのため重原子系の ESR スペクトルは、合成核運動量
ˆˆ ˆ J L S （ Lˆ ：軌道角運動量演算子）と Iˆ の磁気的相互作用と解釈・帰属されることもあ
る。この帰属例については、例えば文献[1]を参考にされたい。 
 超微細相互作用定数は、一般に、Fermi-contact 項（等方性項）と Spin-dipolar 項（異方性
項）に分けて議論されることが多い。しかし、気相中や液相中の分子では、回転運動により
異方性が平均化されるため、等方性超微細結合定数 
A, A, A,
A,
3
xx yy zz
iso
a a a
a
 
  (2.1.2) 
のみが観測される。異方性項を含んだ超微細結合定数を測定するためには、固体中に分子を
閉じ込めて分子を固定する必要がある。 
 超微細結合定数は反磁性分子では観測されず、非ゼロのスピン量子数を持つ常磁性分子
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でのみ観測される。
A,isoa の大きさは不対電子の密度分布を示すため、電子波動関数の形を
最も直接的に実験的に調べることができる方法の一つである。また常磁性分子中の不対電
子の分布を知るためにも広く利用されている。 
本章は、文献[2]を参考にした。 
 
【文献】 
[1] R. Marrus, W. A. Nierenberg and J. Wincocur, Phys. Rev. 120, 1429 (1960). 
[2] 米澤貞次郎・永田親義・加藤博史・今村詮・諸熊奎治，『量子化学入門（下）』（化学同人，
1983）. 
 
 
2. 1. 2 超微細結合定数計算の先行研究 
 超微細結合定数は、実験値を再現する計算が難しい物理量として知られている。基底関数
依存性が強いため、Symmetry Adapted Cluster –Configuration Interaction (SAC-CI)法のような
高精度電子相関法を用いたとしても、基底関数を正しく選ばないと実験値を正確に再現す
ることが出来ない。例えば、基底関数の大きさが大体同じ（valence-double-zeta）でも、縮約
の方法が違えば実験値の再現性が異なることがある[1]。更に、縮約基底を用いた計算が実
験値と良く一致し、非縮約基底を用いた計算が実験値を過小評価することもある。その理由
は、縮約により大きい軌道指数を含む内殻軌道が固定されことで、その縮約内殻軌道により
大きい MO 係数が振られたためだと考察されている[1a]。 
 また、実際の気相分子は振動しているため、平衡核間距離での一点計算が必ずしも実験値
と一致するとは限らない。分子振動を考慮に入れるため、結合角を少しずつ変化させながら
1 点計算することで、分子振動が超微細結合定数に及ぼす影響を議論した研究[1a]もある。 
 相対論効果の扱いについては、最近の研究では、4 成分相対論的密度汎関数(DFT)法を用
いた計算[3]が報告されている。上記の SAC-CI 法では原子数 10 以下の有機分子の計算がさ
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れていたが、[3a]は原子数 100 以上の重原子を含む分子の計算であり、計算機の進歩が伺え
る。また、DFT による計算であるため、上述の波動関数法による計算より基底関数依存性が
小さい。汎関数依存性については、Hartree-Fock 交換積分を 40%程度混ぜた混成 GGA 汎関
数を用いると実験値との一致が良くなることが報告されている[3a] （論文中では PBE0 を
使用している）。 
超微細結合定数を 4 成分 Dirac-CCSD 法で求めた研究は存在する[2]。これらの研究では核
磁気モーメントを点電荷で近似しており、実験値と良い一致を示している。しかし、重原子
になると点電荷モデルと有限核モデルの差が大きくなることが指摘されており、更に点電
荷モデルが有限核モデルより実験値と（偶然に）良く一致する場合もある[3b]。更に文献[2]
では、超微細結合定数は波動関数の精度検証のためにのみ用いられたため、超微細結合定数
計算における電子相関効果および相対論効果については全く考察されていない。上述の 4 成
分 DFT 法による計算でスカラー相対論効果およびスピン軌道相互作用効果の影響について
議論されている[3b]ものの、電子相関については言及されていない。 
 
【文献】 
[1] 例えば、(a) T. Momose, H. Nakatsuji, and T. Shida, J. Chem. Phys. 89, 4185 (1988); (b) H. 
Nakatsuji, and M. Izawa, J. Chem. Phys. 91, 6205 (1988); (c) H. Nakatsuji, K. Ohta, and T. Yonezawa, 
J. Phys. Chem 87, 3068 (1983). 
[2] 例えば、S. Sasmal1, H. Pathak1, M. K. Nayak, N. Vaval1, and S. Pal, J. Chem. Phys. 143, 084119 
(2015); S. Sasmal1, H. Pathak1, M. K. Nayak, N. Vaval1, and S. Pal, J. Chem. Phys. 144, 124307 
(2016). 
[3] 例えば、(a) S. Gohr, P. Hrobárik, M. Repiský, S. Komorovský, K. Ruud, and M. Kaupp, J. Phys. 
Chem. 119, 12892 (2015); (b) E. Malkin, M. Repiský, S. Komorovský, P. Mach, O. L. Malkina, and 
Vladimir G. Malkin, J. Chem. Phys 134, 044111 (2011).  
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2. 1. 3 研究目的 
そこで本研究では、有限核モデルを使用して超微細結合定数を Dirac-CCSD 法で計算し、
超微細結合定数計算における相対論効果および電子相関効果を見積もる予定である。 
現段階では点電荷モデルを用いた Dirac-Fock 法の値までしか出ていないため、それにつ
いて報告する。 
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第 2. 2章  
理論 
 
2. 2. 1 古典電磁気学に基づく磁気双極子間の相互作用 
 Fermi-contact 項と Spin-dipolar 項は Schrödinger-Pauli 方程式から導出される（後述、2.2.2
節）が、以下で示すように、Spin-dipolar 項は古典電磁気学からも導出することが出来る。 
 
 2𝑙離れている磁荷+𝑚,−𝑚からなる磁気双極子D′Dから十分離れた点P(𝑥, 𝑦, 𝑧)における
ポテンシャル V は、以下のように表せる。 
 2 10 0
1 2 1 24 4
m r rm m
V
r r r r
 
 
  
     
   
  (2.2.1) 
ベクトルDP, D P を𝐫1, 𝐫2、𝑟1, 𝑟2を𝐫1, 𝐫2の長さと定義する。また、D D とDP, OPとの交角
をそれぞれ 、      と定義する（図 2.2.1 参照）。 
 
 
r1, r2 >> l であり l/r1, l/r2の 2 乗以上の項が無視できると仮定すると、 
2 2
2 2
2
1
cos 1 sin
sin
1
1
l
r
 

   
 

 (2.2.2) 
図 2.2.1 +m, -m がつくる磁場 
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であるため、cos 1, sin 0     と近似できる。このとき、 
 cos cos
cos cos sin sin
cos
  
   

   
   

 (2.2.3) 
ここで、D D 上の単位ベクトルを𝐞𝑙とすると、
2
2 2,r r は以下のように表せる。
 
 
 
2 1
22
2 1
2 2
1 1
2
1
2 1
2
2
4 4 cos
2 cos
2 cos
l
l
l
l
l lr r
l
r l r



 
 
  
 
  
r e r
r e r
r
 (2.2.4) 
ここで求めた r2を式(2.2.1)に代入すると、 
 
0
1 1
0
2
0
3
0
3
2 cos
4 2 cos
2 cos
4
2
4
4
l
ml
V
r l r
ml
r
ml
r
r
 
 
 












e r
μ r
 (2.2.5) 
ただし、以下の近似を用いた。 
   
 
2
1 1
2 2
1 1
2
1 1
1 1
2 cos
2 cos
2 cos
l lr l l
l lr r
lr r
r r l



   
  
 
 
e r e r
 (2.2.6) 
は以下で定義される磁気双極子モーメントである。 
2 lmlμ e  (2.2.7) 
点 P における z 方向の磁場 Bzは、V を z で偏微分することで得られる。 
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 0
3 5
3
4
z
z
V
B
z
z
r r
 


 

 
   
 
μ r
 (2.2.8) 
Bx, Byも同様に求められる。従って、2 つの磁気双極子モーメントS間の相互作用のハミ
ルトニアン ˆ ISH は以下のように表せる。 
 0
3 5
3ˆ
4
II
IS SH
r r


 
     
 
μ r rμ
μ  (2.2.9) 
ここで得られた ˆ ISH は、他でもない超微細結合定数の Spin-dipolar 項である。 
以上の導出は、文献[1]を参考にした。 
 
【文献】 
[1] 北丸竜三，『核磁気共鳴の基礎と原理』（共立出版，1987）. 
 
 
2. 2. 2 超微細相互作用のハミルトニアンの導出（非相対論） 
 非相対論的枠組みにおいて超微細相互作用のハミルトニアンを導出する。 
核磁気モーメント由来のベクトルポテンシャル𝐀Nのみを含む 1 核 1 電系の Schrödinger-
Pauli 方程式から出発する。 
 
2
ˆ
2 e
V E
m
 
    
  
σ π
 (2.2.10)                
ただし、𝑉を原子核－電子間静電ポテンシャルとし、 Nˆˆ e π p A とする。詳細は省略する
が、この方程式は 4 成分 Dirac 方程式を large 成分のみで記述し、非相対論極限をとること
で導出される。 
 ベクトルの公式     i      σ A σ B A B σ A B を用いて式(2.2.10)の  
2
ˆσ π を展開す
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る。 
 
 
      
 
2
2
2
N N N
2 2 2
N
N N
N N N
ˆ
ˆ ˆ
ˆ 1
ˆ ˆ ˆ
2 2
1
ˆ ˆ ˆ
2
1
ˆ
2
ˆ ˆ ˆ
e e
e
e
i e
i
m m
e i e e
m
e
e
m
e e 

    
      
 

  
  
   

  

σ π
π σ π π
p A σ p A p A
p A
p pσ
p
p A AA p A
A A p
 (2.2.11) 
今興味があるのは核－電子間の磁気的相互作用である。そのため式(2.2.11)から NA に比例
する項（赤色、青色）を抜き出す。 
 まず赤色の項を展開する。 
    N N N N
1
ˆ ˆ ˆ ˆ2
2 2e e
e
e e
m m
      p A A p p A A p  (2.2.12) 
原子核は本来有限の大きさを持つが、以後、原子核の持つ磁気モーメントを点電荷（磁気双
極子）で近似する。即ち、 
0 N N
N 3
N
4




μ r
A
r
 (2.2.13) 
とおく。これを用いて式(2.2.12)の変形を続ける。 
   0 N NN N 3
N
ˆ ˆ ˆ2 2
2 2 4e e
e e
m m



    
μ r
p A A p p
r
 (2.2.14) 
N 0 A となるようなゲージ変換を行うと、左辺第 1 項は 0 になる。ベクトル解析の公式
    Α B C Α B Cを用いて 
 N N0 N N 0
3 3
N N
ˆ
ˆ2
2 4 4e e
e e
m m
 
 
 
 
μ r pμ r
p
r r
 
0 N N
3
N
ˆ
4e
e
m




μ L
r
 (2.2.15) 
この項は、核磁気モーメントと軌道核運動量の磁気的相互作用を表す。 
-76- 
 
式変形の途中で新たな比例定数が現れなかったことから、量子力学の枠組みでは軌道核
運動量の g 因子は 1 であることが分かる。このことは、古典的な荷電粒子（電荷 q, 質量 m）
の円運動から導かれる結論 ˆ
2
q
m
 
 
 
μ L と一致している、 
 式(2.2.11)の青色の項を変形する。 
     N N N N N
1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2e e
ie
i e e
m m
          σ p A A p σ p A A p A p  
0 N N
3
N
2 4e
e
m


 
   
  
μ r
σ
r
    (2.2.16) 
ベクトル解析の公式         Α B C Α C B Α B Cを用いて 
0 N N 0 N N
N3 3 3
N N N
2 4 2 4e e
e e
m m
 
 
      
             
           
μ r r μ
σ σ μ r
r r r
 
(2.2.17) 
ここで、Poisson 方程式 2 0     に点電荷を代入     01 4 ,r    r r すると、 
 
 2
3
0 0
1
4
4 r


 
      
r r
r
r
 (2.2.18) 
となる。これを式(2.2.17)に代入し、式変形を続ける。 
 0 N N 0 NN N N3 3
N N
4
2 4 2 4e e
e e
m m
 

 
    
         
       
μ r μ
σ σ r μ r
r r
 
 0 N N
N
N N N 3
N
4
2 4e
x y z
e
m
x y z



  
  
   
    
     
σ r μ
r
r
 
 
 
0
N N
N N N N
3
N
4
2 4
3
e
e
m



  
  
 
  
σ r μ
μ μ r r
r
 (2.2.19) 
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式(2.2.19)の物理的な意味は核スピンと電子スピンの磁気的相互作用であるため、を電子の
スピン演算子
1ˆ
2
S σで置き換える。 
 
 
 
 
 
 
N N N N0
N N 3
N
N N N N0
N N 3
N
N N N N0
N N 3
N
3
4
2 4
3
4
2 4 2
3ˆ 4
2
2
4
e
e
e
eg
e
m
e
m
e
m









   
   
    
   
    
    
   
    
    
μ μ r r
σ r μ
r
μ μ r r
σ r μ
r
μ μ r r
S r μ
r
 (2.2.20) 
電子スピン Sˆを導入する際に 2 が現れることが、量子力学の枠組みでは電子の g 因子が 2 と
なる所以である。 
 式(2.2.11), (2.2.15), (2.2.20)より、非相対論的な核－電子間磁気的相互作用のスピンハミル
トニアン NRHˆ は以下のように表せる。 
 
 N N N N0 N N
NR N N 3 3
N
ˆ3 ˆˆ 4
4 2
e
e
e g
H
m




     
      
      
μ μ r r μ L
μ r S
r r
 
(2.2.21) 
以上の導出は、文献[1]を参考にした。 
 
【文献】 
[1] W. Kutzelnigg, Theor. Chim. Acta. 73, 173 (1988). 
 
 
2. 2. 3 超微細相互作用のハミルトニアンの導出（4成分相対論） 
 4 成分相対論の枠組みで超微細相互作用のハミルトニアンの導出を試みる。核磁気モーメ
ント由来のベクトルポテンシャル ANを含む水素原子の Dirac 方程式は以下で定義される。 
 2ˆ ec m c V E     α π  (2.2.22) 
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超微細相互作用のハミルトニアンは、左辺の演算子部分の ANに比例する項であると予想さ
れる。しかし、c・eANを変形しても軌道角運動量演算子 Lˆ は現れない。また、核スピン演
算子 Iˆ  ()と電子スピン演算子 Sˆ自体は現れるものの、それらの内積は現れないため、非相
対論における導出と矛盾する。 
 
 
2 2 0 N N
N 3
2 2 N
2 2 2 2 N N0
3
2 2 2 2 N
N2 2 2 2 0
3
2 2 2
N
2 N
4
2
ˆ
4
4
c e ce
ce
ce








 
 
 
 
  
   
 
  
  
 
 
  
 

0 σ μ r
α A
σ 0 r
0 1 μ r σ
1 0 r
r0 1
1
μ S
0 r
 (2.2.23) 
 4 成分相対論の枠組みで超微細結合定数を計算した例はあるものの、私の知る限りでは上
の問題について議論した研究は見当たらない。例えば、Malkin らの論文[1b]では、以下のよ
うに定義されているのみである。ただし、各物理量の文字表記については、本論文と同じも
のを用いた。 
2
0
ˆ( , )
M
M
M v
uv M
uv I
dE J I
A
dIS

  (2.2.24) 
     
2
1,0 ,0
M
v vu
I IM
uv i i
v
A D
S
   (2.2.25) 
ˆ
v vS   S  (2.2.26) 
   1 N
ˆ
M
u
M
M
u I
D
I
 


α A
 (2.2.27) 
M は分子中の原子の番号、u, v はカルテシアン座標、 vS は有効スピン演算子、E は電子エネ
ルギー、J は全角運動量ベクトル、 は不対電子の分子軌道を表す。上述のように、式(2.2.25)
の演算子部分は非相対論のそれと矛盾するように見えるが、プログラムを作成し計算する
ことは可能であり、文献[1]で、上式を用いた計算結果が報告されている。 
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【文献】 
[1] 例えば、(a) S. Gohr, P. Hrobárik, M. Repiský, S. Komorovský, K. Ruud, and M. Kaupp, J. Phys. 
Chem. 119, 12892 (2015); (b) E. Malkin, M. Repiský, S. Komorovský, P. Mach, O. L. Malkina, and 
Vladimir G. Malkin, J. Chem. Phys 134, 044111 (2011).  
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第 2. 3章  
数値計算法 
 
2. 3. 1 1電子積分の表式 
 2. 2. 3 節でも述べたが、4 成分相対論の枠組みで超微細結合定数を計算するためには、以
下の期待値計算を行う必要がある。 
0 N N
3
N
0 N
N 3
N
2
N 0 N N
3
N
4
4
r α r α
8
M
tt M
zz
M
zz
u v v u
p z
e
A
IS
e
IS
g e
m S







   


   


  
μ r
α
r
r α
μ
r
r
 (2.3.1) 
実際のプログラム作成では、スピン行列を計算する部分および以下の 1 電子積分を計算す
る部分を作成すれば良い。t, u, v をカルテシアン座標、GFを Gauss 型基底関数とする。 
GF GF GF GFN
3
N NN
r 1
r
t
a b a b
t
   
 
     rr
 (2.3.2) 
式(2.3.2)の 1 電子積分の解析的表現の導出は、量子化学の一般的な教科書[1]に記載されてい
るため、付録 B で示す。本節では、結果だけ示す。 
 GF GF 0 21, , PN
N N
1 2
,aba b tuv t u v
tuv
E R p R
x p

  
 
    

r
 (2.3.3) 
ab
tuvE は以下のように定義される。 
GF GF ab
a b tuv tub
tuv
E     (2.3.4) 
 2exp
ut v
tuv p
x y z
pr
P P P
      
               (2.3.5) 
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a, b は Gauss 型関数の軌道指数であり、p = a+b である。また、P は式(2.3.5)の Gauss 型関数
の中心である。 , ,
n
t u vR は下式で定義される。 
   2, , PN PN,
ut v
n
t u v n
x y z
R p F pR
P P P
      
            
R
 (2.3.6) 
   
1
2 2
0
exp nnF x xu u du 
 (2.3.7) 
式(2.3.3)～(2.3.7)中の文字の定義の詳細については、付録Bを参照されたい。Boys関数  nF x
の計算については、次節で解説する。 
 
 
2. 3. 2 不完全ガンマ関数を用いた Boys 関数の計算法 
 nF x の解析式は存在する（式(2.3.12)）が、この式は計算上の数値誤差が大きいため、高
精度計算には不適である（詳細は 2. 3. 3 節参照）。本節では、不完全ガンマ関数  ,n x を用
いて  nF x を計算する手法を説明する。  ,n x は下式で定義される。 
    1
0
, exp
x
nn x t t dt    (2.3.8) 
また、Boys 関数と不完全ガンマ関数の関係式は以下の通りである。 
 
 
1/2
1 ,
2
2
n n
n x
F x
x




 (2.3.9) 
すなわち、  1 ,2n x  を正確に求めることができれば、  nF x を正確に計算することが
できる。 
  はテーラー展開や漸化式等で計算することができるが、本研究では、漸化式を用いた計
算法を採用した。以後の の計算法は、文献[1]を参考にした。  
 導出は省略するが、文献[1]によると  1 ,2n x  は以下の式で表せる。 
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 
0
( )1 , 2 ( )
2 !
iM
k
n
k
G x
n x xG x
k


  
 (2.3.10) 
式中の Gn(x)は、以下の漸化式で求めることができる。 
   
1 1
1
1
12( ) ( ) ( )
1 11 1
2 2
( ) 0, ( )
i i
k k k
M M
k x
G x G x G x
k x k x
G x G x 
 

 
 
   
 
 (2.3.11) 
は小さな任意定数である。今回作成したプログラムではとした。 
 式(2.3.11)の漸化式の繰り返し回数が上がるほど高精度に を求めることができるが、実
際の演算は倍精度で行われることが多いため、16 桁程度の計算精度があれば十分である。
文献[2]では、倍精度で を求めるための漸化式の繰り返し回数が示されているため、本研
究における の計算でも、この表の値を参考にして繰り返し回数を決定した。実際のプログ
ラムでは、 1x  の範囲に対しては上の漸化式を用いて、 1x  の範囲に対しては 2. 3. 3 節で
示す漸化式（式(2.3.12)）を用いて計算を行う仕組みになっている。しかし、 1x  の xにつ
いては文献[2]で言及されていないため、少し多めに繰り返し計算を行っている。 1x  の x
を用いた場合の繰り返し計算の精度は、次節で検証する。 
 
【文献】 
[1] T. Helgaker, P. Jørgensen, and J. Olsen, Molecular Electronic-Structure Theory (Wiley, Chichester, 
2000). 
[2] 吉田年雄, 情報処理学会論文誌 53, 1954 (2012). 
 
 
2. 3. 3 Boys 関数の計算式の検証 
文献[1]では、Boys 関数計算ための漸化式として、下式が示されている。 
 
     
1
2 1 exp
2
n
n
n F x x
F x
x

  

 (2.3.12) 
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しかし、x が 0 に近づくと式(2.3.12)の分子で 1−1 を計算することになる。そのため、式(2.3.12)
の漸化式は、x が小さくなると数値誤差が大きくなることが予想される[1]。 
 x の値を変化させて、式(2.3.12)の精度を実際に検証したのが表 2.3.1 である。数式処理ソ
フト Maple の計算値と上の漸化式による計算値を比較し、値が異なる部分に色を付けた。
この表より、xが小さいほど数値誤差の影響が大きくなり、特に 510x  では Maple の結果
とほとんど一致していない。 0.1x  でも、無視できない誤差が発生している。 
  Maple の中では、式(2.3.13)を用いて Boys 関数（式(2.3.7)）の計算を行っている。
 WhittakerM , ,v z は Whittaker 関数、  hypergepm , ,a b c はクンマーの合流型超幾何関
数である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑭𝟏(𝒙) 
x Maple 漸化式 
1.E−09 0.334 7.290 
1.E−08 0.333 1.029 
1.E−07 0.333 0.403 
1.E−06 0.333 0.340 
1.E−05 0.333 0.334 
1.E−04 0.3333133 0.3333829 
1.E−03 0.3331334 0.3331404 
1.E−02 0.33134046 0.33134115 
1.E−01 0.31402947 0.31402954 
1.E+00 0.18947235 0.18947235 
1.E+01 0.01401010 0.01401010 
表 2.3.1 Boys 関数の漸化式の数値誤差 
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 
 
 
 
 
  
   
 
  
  
 
 
   
  

 

  
     
  
 
 
 
 
      
0
0
1
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! 1 2 1
n n
n n
n
aa z
b c
b n a a a a a n


 
 
    

 
(2.3.13) 
 次に、2. 3. 2 節で説明した不完全ガンマ関数を用いた Boys 関数の計算値（式(2.3.9)）と
Maple の計算値を比較する（表 2.3.2）。こちらの計算値は、Maple の計算値と非常に良く一
致していることが分かる。この結果は、文献[2]で推奨されている繰り返し回数を参考にし
たことからも予想できる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑭𝟏(𝒙) 
𝑥 Maple 計算式(𝛾) 
1.E−09 0.333333333133333 0.333333333133333 
1.E−08 0.333333331333333 0.333333331333333 
1.E−07 0.333333313333334 0.333333313333334 
1.E−06 0.333333133333404 0.333333133333404 
1.E−05 0.333331333340476 0.333331333340476 
1.E−04 0.333313334047600 0.333313334047600 
1.E−03 0.333133404743390 0.333133404743390 
1.E−02 0.331340457709772 0.331340457709772 
1.E−01 0.314029472998161 0.314029472998161 
表 2.3.2 不完全ガンマ関数を使用した式の数値誤差 
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【文献】 
[1] T. Helgaker, P. Jørgensen, and J. Olsen, Molecular Electronic-Structure Theory (Wiley, Chichester, 
2000). 
[2] 吉田年雄, 情報処理学会論文誌 53, 1954 (2012). 
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第 2. 4章 
結果 
 
2. 4. 1 4成分相対論における超微細相互作用の定式化 
 2. 2. 3 節では、一見すると 4 成分相対論における超微細相互作用の演算子は、非相対論の
それと矛盾することを指摘し、それについて議論した先行研究も存在しないことを述べた。
本節では、4 成分相対論における演算子を変形し、非相対論の演算子と矛盾しないことを示
す。 
まず、4 成分全電子波動関数4cの large, small 成分(L, S)に、以下のような kinetic-balance
が成り立つと仮定する。 
S L2
ˆ
2 e
c
m c E V
 


 
σ p
 (2.4.1) 
ただし、今回は超微細相互作用を 1 次の摂動で扱うため、上式に磁場の項は含めない。式
(2.2.23)の左辺の期待値を取り、large, small 成分の各項に分解する。 
4c N 4c L N S S N Lce ce ce         α A σ A σ A  (2.4.2) 
式(2.4.1)を代入する。 
  
  
2
4c N 4c L N L2
L N L
ˆ
2
ˆ
e
c e
ce
m c E V
 
 
     
 
  

α A σ A σ p
σ p σ A
 (2.4.3) 
ここで現れた      N Nˆ ˆ,   σ p σ A σ A σ p は、式(2.2.11)で示した核－電子間磁気的相互
作用に寄与する項（赤色、青色で示した NA に比例する項）そのものである。以上より、4 成
分相対論においても、核スピン－電子スピン間磁気的相互作用および核スピン－軌道角運
動量間磁気的相互作用が現れることが示された。このことから、式(2.2.25)の値は、これらの
（量子力学の枠組みで定式化可能な）全ての核－電子間磁気的相互作用の相互作用定数と
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解釈することができる。例えば文献[1]の超微細構造の図からも分かるように、実験で観測
可能な分裂幅は、式(2.2.25)の値である。 
 
【文献】 
[1] R. Marrus, W. A. Nierenberg and J. Wincocur, Phys. Rev. 120, 1429 (1960). 
 
 
2. 4. 2 4成分相対論における等方性項の解釈 
2. 4. 1 節で、4 成分相対論における超微細結合定数の定式化は完了したかのように見える。
しかし、式(2.4.3)を用いて 4 成分相対論における水素様原子の超微細結合定数を求めようと
すると、問題が生じる。水素様原子の Dirac 方程式の解析解gd（基底状態）は、下式で与え
られる[1]。 
 
 
      
 
2
N
B
3/2 1 1
2N
gd
NB
N
1 1
1 0
or
0 1
s
ZZr
r
s
s
ZrN Z
e i Z
r r
Z r



 


 


 
    
            
 
 
   
    
   
σ r
 
(2.4.4) 
は規格化定数、rBは Bohr 半径、は微細結合定数、s はクラマース縮退している軌道を区
別する文字である。式(2.4.4)より、
gd は  
 
2
1 1
B
Z
Zr r
 
を含んでいるため、原点(r = 0)で
gd の値は弱く発散している。そのため、「核上のスピン密度（すなわち Fermi-contact 項）」
で超微細結合定数の等方性項を表す式(2.4.3)は、4 成分相対論における超微細結合定数の表
式として適切ではない可能性がある。4 成分相対論の波動関数に対しても適用可能な、より
一般的な超微細結合定数の表式が存在すると考えられる。 
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【文献】 
[1] J. J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, (Addison-Wesley, Boston, 1967). 
 
 
2. 4. 3 4成分相対論における水素原子の超微細結合定数 
 本節では、4 成分相対論における水素原子の超微細結合定数を、Fermi-contact 項を使用せ
ずに導出する。式(2.4.3)の波動関数部分を式(2.4.4)で置き換える。 
2 2
gd N gd gdL N gdS gdS N gdLce iceA B B           
α A σ A σ A  
(2.4.5) 
各文字は以下のように定義される。 
    
 
 
2
N
2
B
2 2
3/2 1 1
1 1
N
N
gdL gdS gdL
N
1 1
,
1
,
0
Z Zr
Zr
Z
N Z
A B e r
r Z
r




  
 
   
 
 

    
       
     
 
  
 
σ r
 
(2.4.6) 
式(2.4.19)の演算子部分      N N N N,   σ A σ r σ r σ A を変形する。簡単のため、zz に
比例する、虚数項だけを抜きだす。 
    
 
 
    
 
N N N N N N
N N
N N N0
3
N
0
N N N N N N3
N
2 2
N N0
N3
N
4
1
4
4
z z
i
i
i
i
x y
i





 

      
  
  
  
 
 
    

 
σ A σ r A r σ A r
σ A r
μ r r
σ
r
σ r μ r r r μ
r
r
          (2.4.7) 
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    
 
N N N
2 2
N N0
N3
N
4
z z
i
x y
i

 

      


σ r σ A r A σ A r
r
 (2.4.8) 
ベクトル解析の公式           A B C A C B A B Cを用いた。式(2.4.5)-(2.4.7)をまとめ
ると以下のようになる。 
 
 
2 2
N N20
gd N gd gdL N gdL3
N
2 22
N N20 N
gdL gdL3
N
2
4
ˆ2
8
z z
z z
p
x yce
ce i A iB
x yce g
A B I
m

   


  

 
     
 
 
 
 
 
 
α A
r
r
 
(2.4.9) 
上式では、核磁気モーメント  N ˆ2z p zg e m I  を代入した。超微細結合定数は、式(2.4.9)
から核スピン ˆ
zI を除去することで得られる。式(2.4.9)の積分を計算すると、4 成分相対論に
おける超微細結合定数は 1421 (MHz)となる（計算の詳細は付録 E を参照）。この値は、実験
値（1420.40575… (MHz)）[1]および非相対論計算の値（1419(MHz)）[2]とも良く一致してい
る。4 成分相対論法の値が非相対論法の値より大きい理由は、相対論効果を取り込んだこと
で、1s 軌道が収縮し、核近傍の電子密度が大きくなったためだと考えられる。 
式(2.4.9)内に関数が含まれていないが、実験値に近い理論値を得ることができた。この
結果は、超微細結合定数の等性項に、Fermi-contact 項以外の解釈法があることを示唆してい
る。しかし、式(2.2.21)のような、超微細結合定数の異方性項および核磁気モーメントと軌道
角運動量の磁気的相互作用を含んだ、一般的な表式は導出できていないため、今後の検討が
必要である。 
 
【文献】 
[1] H. Hellwig, R. F. C. Vessot, M. W. Levine, P. W. Zitzewitz, D. W. Allan, and D. J. Glaze, IEEE 
-90- 
 
Trans. Instrum. Meas. 19, 200 (1970). 
[2] A.V. Volotka, V.M. Shabaev, G. Plunien, and G. Soff, 33, 23 (2005). 
 
 
2. 4. 4 Dirac-Fock 法による超微細結合定数の計算 
上節（2. 4. 1 節～2. 4. 3 節）では、4 成分相対論における超微細結合定数の表式および水
素原子の解析解を用いた超微細結合定数の計算法について議論した。本節では、量子化学計
算プログラムを使用した超微細結合定数の数値計算の結果を示す。 
最終的な目標はDirac-CCSD法を用いて有限核モデルにおける超微細結合定数を計算する
ことである。しかし、現段階では、Dirac-Fock 法で点電荷モデルを用いた 1 電子系の計算を
行う段階までしか成功していないため、その計算結果を以下に示す。 
 
 本研究では、プログラム UTChem を改変することで、4 成分相対論法で超微細結合定数を
計算するためのプログラムを開発した。プログラム開発が成功したか否かについては、水素
原子および水素分子カチオンの計算結果を、非相対論計算と比較することによって確かめ
た。ただし、4 成分相対論の基底関数は、large, small 成分に分けて張られるため、非相対論
の基底関数と完全に等価にすることはできない。そのため、それぞれに完全基底に最も近い
基底関数を張ることで、4 成分相対論計算と非相対論計算における基底関数依存性が少なく
なるようにした。 
水素原子および水素分子カチオンの超微細結合定数計算を、Dirac-Fock 法および Hartree-
Fock 法で計算した結果を表 2.4.1 に示す。Dirac-Fock 法計算には、分極･分散基底を加えた
Dyall QZ 基底（非縮約）および本研究で改変した UTChem プログラムを用いた。Hartree-Fock
法計算には、aug-ccpV6Z 基底（非縮約）および Gaussian09 プログラムを用いた。水素分子
カチオンにおける平行項 ||A 及び垂直項 A は、以下のように定義される[1,2]。 
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|| 2zz
xx yy
A A a b
A A A a b
  
   
  (2.4.10) 
上式では、分子軸に平行な座標軸を z 軸にとっている。Attの定義は式(2.2.25)と同じであ
る。a, b は、それぞれ Fermi-contact 項および Spin-dipolar 項を表す。 
 ||A は、Hartree-Fock 法と Dirac-Fock 法の間で 2%程度の誤差が生じているものの、Azz及び
Aに関しては、Hartree-Fock 法と Dirac-Fock 法の結果は非常に良く一致している。水素原
子および水素分子カチオンの計算結果が Hartree-Fock 法と Dirac-Fock 法とでほぼ一致した
ため、本研究で開発したプログラムは、1 電子系計算の段階は成功したといえる。多電子系
の計算結果は、非相対論計算の結果と一致しないので、現在原因を模索中である。 
 
 
 
 
 
 
 
【文献】 
[1] 米澤貞次郎・永田親義・加藤博史・今村詮・諸熊奎治，『量子化学入門（下）』（化学同人，
1983）. 
[2] R. Arratia-Perez and D. A. Case, J. Chem. Phys 79, 4939 (1983). 
 
  
 Dirac-Fock Hartree-Fock 
水素原子 Azz (MHz) 1409 1404 
水素分子カチオン ||A (MHz) 1503 1481 
水素分子カチオン A (MHz) 1244 1248 
表 2.4.1 Dirac-Fock 法と Hartree-Fock 法による超微細結合定数 
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第 2. 5章 
まとめ 
 
 4 成分相対論における超微細結合定数の定義式の中に、非相対論の枠組みで現れるよう
な、Fermi-contact 項、Spin-dipolar 項および核磁気モーメントと軌道核運動量の相互作用項
が含まれていることを示した。また、4 成分相対論の枠組みで水素原子の超微細結合定数を
計算し、等方性項に Fermi-contact 項以外の解釈法が存在する可能性を見出した。 
 最終目標は、Dirac-CCSD 法を用いて、有限核モデルによる超微細結合定数を計算するこ
とである。本論文中では、まず、水素原子および水素分子イオンの点電荷による超微細結合
定数の計算結果を報告した。多電子系の計算は未だ成功していないため、今後はこちらにつ
いて検討する。 
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終章 
 
 本研究によって Eeff の増加機構はある程度解明されたが、量子化学計算には「Eeff の高精
度計算手法の開発」という役割もある。本研究で用いた手法では、期待値計算段階における
近似を含めて 7−8%の誤差があるため、改善の余地がある。波動関数の計算では、相対論効
果は十分に考慮されている、といって差し支えないが、更に高精度に波動関数を計算するた
めには、CCSD(T)法等でより高い精度で電子相関を考慮する必要がある。4 成分 Dirac-
Coulomb ハミルトニアンでは考慮できない QED 効果を考慮することも、波動関数を高精度
に求めるためには重要である。 
 超微細結合定数の値が無いと、電子 EDM 実験の設計・提案を行うことができない。超微
細結合定数の実験値が得られていない場合は、理論計算で求める必要がある。正確に実験の
設計を行うためには、可能な限り高精度な計算を行うことが望ましい。今後は、超微細結合
定数を 4 成分相対論的 CCSD 法で計算するためのプログラム作成を続けていく。 
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付録 A Kramers restricted Dirac-Fock 法で SOMO のみが Eeffに寄
与する理由 
  
まず、有効電場の演算子が時間反転対称性を破る（この場合は、時間反転演算子 Kˆ で挟む
と符号を変える）ことを示す。 
elec
eff int
ˆ
N
j j
j
E   Σ E   (1.1.3) 
と Eint は時間反転により、符号を変えない。電子スピン  Σ は時間反転の前後で向きを変
える物理量であるため、Σを時間反転演算子で挟むと、符号を変える。
†ˆK K  Σ Σ  (A.1) 
ただし、 †
4
ˆ ˆK K  Ι が成り立つ。以上のEintの性質より、 effEˆ を時間反転演算子で挟むと、
符号を変える。 
†
eff eff
ˆ ˆ ˆK E K E   (A.2) 
式(A.2)より、クラマース縮退している 2 つの 4 成分分子スピノル  ,m mj j   で effEˆ の期待
値をとると、以下のようになる。j は全角運動量量指数、m は全角運動量の z 成分である。 
eff eff
eff
eff
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ
m m m m
j j j j
m m
j j
m m
j j
E K K E K K
K K E K K
E
   
 
 
   
 
 


 
† †
† †
 (A.3) 
,m mj j 
  の関係式については、式(1.2.5)を参考にされたい。 
Eeff は各分子スピノルで計算されるが、式(A.3)より、クラマース縮退している ,
m m
j j 
 
の Eeff の符号は逆になることが分かる。そのため、 ,
m m
j j 
  の両方を電子が占有している
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場合、各スピノル由来の Eeffが打ち消し合う。系が非ゼロの Eeffを持つためには、 ,
m m
j j 
 
の片方が電子に占有されている必要がある。DF 法では、各分子スピノルがクラマース縮退
しているため、 ,m mj j 
  の両方が占有されている内殻軌道は Eeffに寄与せず、（系が 2であ
る場合はSOMO のみが系の Eeffに寄与するのである。尚、本研究で計算した分子は全て 2
の電子状態を持つため、非ゼロの Eeffを持つ。 
 
-96- 
 
付録 B 1電子積分の解析的表式の導出 
  
文献[1]を参考に、1 電子積分
3GF GF
N Nra i b r の解析的表式を導出する。まず、2 つの
カルテシアン Gauss 型関数の重なり分布 ab を、エルミート Gauss 型関数tuvで展開する。
C, 
ab
tuvE は展開係数である。 
 
GF GF
2
p p p p
0 0 0
exp
ab a b
j ji i k k
ii l jj m kk n
ab l m n
l m n
K C x C y C z pr
 
  
  
  
 
   
 (B.1) 
 2exp
ut v
tuv p
x y z
pr
P P P
      
               (B.2) 
ab
ab tuv tub
tuv
E  
 (B.3) 
エルミート Gauss 型関数を用いると、対象としている 1 電子積分は以下のように表せる。 
GF GF
N N N N
N N
1 1
r r
1
r
a b ab
i i
ab
tuv tub
tuv i
d
E d
 
  
     

 


 
r
r r
r
r
 (B.4) 
核座標の積分を、tuvの exp 部分と微分部分を分離し、2 つの Gauss 型関数を 1 つにまとめ
る。 
 2
N N N N
exp1
r
ut v
p
tub
i x y z i
pr
d d
r P P P
           
                       
 r rr r
 (B.5) 
 
   
  
2
22 2
N
N
2
2 2 2
PN2
exp 1
exp exp
1
exp exp
p
p
s
pr
d pr t dt d
pt
p t r d R dt
p t







   
  
 
        
  
 
r r r
r
r
 (B.6) 
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ただし、以下の公式用いた。 
 2 2N 2
N
N
exp
1
t dt




 

 r
r
r
 (B.7) 
     
2
22 2 2 2 2
N PN2
exp exp exp expp s
pt
p r t p t r R
p t
 
          
r  (B.8) 
 
22
PN P NR  R R  (B.9) 
式(B.6)の右辺から出発し、式変形を続ける。 
  
 
 
2
2 2 2
s PN2
2
3/2
2 2
PN 20
1
2 2
PN
0
1
exp exp
2 exp
2
exp
pt
p t r d R dt
p t
t
p t pR dt
p t
pR u du
p





 
 
       
 
   
 
 
 


r
 (B.10) 
上式では、以下のような置換積分を行った。 
 
 
2
2
2
3/2
2
3/2
3/2
2
2
1
1
t
u
p t
dt p u du
p
p t
u





 
 
   
   (B.11) 
式(B.5)に式(B.6), (B.10)を代入する。また、以下の式変形で核座標偏微分を電子座標偏微分
に置き換える際に、 Nir を N N N, ,x y z のいずれかに置き換える必要がある。本論文では、
N Nir x と置く。 
 
1
2 2
PN
0
N N N
1 2
exp
ut v
tub
x y z i
d pR u du
x P P P x p
           
                       
 rr
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 
 
 
1
1
2 2
PN
0
1
2
0 PN
0 2
1, , PN
2
exp
2
2
,
ut v
x y z
ut v
x y z
t u v
pR u du
p P P P
F pR
p P P P
R p R
p






      
             
      
             
 

(B.12) 
, ,
n
t u vR は下式で定義される。 
   2, , PN PN,
ut v
n
t u v n
x y z
R p F pR
P P P
      
            
R
 (B.13) 
上式中の Fn(x)は Boys 関数と呼ばれる。 
   
1
2 2
0
exp nnF x xu u du 
 (B.14) 
 以上をまとめると、1 電子積分
3GF GF
N Nra i b r は以下のように解析的な形で表せる。 
 GF GF 0 21, , PN
N N
1 2
,aba b tuv t u v
tuv
E R p R
x p

  
 
    

r
 (B.15) 
ただし、
ab
tuvE 、  0, , PN,t u vR p R は以下の漸化式を用いて帰納的に計算する。 
○
ab
tuvE の帰納式および初期値の計算式 
 
 
00 2
0 AB
10 00 10 10
0 PA 0 1 0
0 0
0
exp
1
,
2
2
ti i t
t
E X
E X E E E
p
i
E p E
t

 
 
 
 
  
 
 
 1 11 1
1
, 0
2
ij i j ij
t t tE iE jE t
pt
 
     (B.16) 
ただし、式中の文字は以下のように定義する。 
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   2 2A A B B
,
exp exp
,
,
ab ii jj kk
ab ii jj kk tuv t u v
i i
i i ii
ii tt
t
x x
AB X X x
E E E E
x ax x bx E
aA bB
X A B P
a b
ab
p a b
a b

  
  

 

    
     

  

  


 (B.17) 
○  0, , PN,t u vR p R の帰納式および初期値の計算式 
 
   
0 2
0,0,0 0 PC
2
000 PC
0 1
1,0,0 PC 0,0,0
1 1
1, , 1, , PC , ,
2
nn
n
n n n
t u v t u v t u v
R F pR
R p F pR
R X R
R tR X R  

 

 
 (B.18) 
ただし、式中の文字は以下のように定義する。 
   
 
0
2
0
erf
4
2
exp
4
x
F x x
x
t dt
x




  
 (B.19) 
上の帰納式を計算する際に現れる Boys 関数   0nF x n  の解析的表現は存在する[1]が、
数値誤差が大きいため、実際のプログラム作成には使用することができない。数値誤差の詳
細および解決法は、2. 4. 2 及び 2. 4. 3 節で議論する。 
 
【文献】 
[1] T. Helgaker, P. Jørgensen, and J. Olsen, Molecular Electronic-Structure Theory (Wiley, Chichester, 
2000). 
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付録 C 軌道相互作用理論 
 
拡張 Hückel 法を用いて、異核 2 原子分子の SOMO に寄与する原子軌道を定性的に評価す
る方法を説明する。以下、HgF 分子を例にして、 Hg の 6s 軌道が SOMO に主に寄与すると
仮定する。この仮定の正当性は、表 1.5.2.3 のマリケン電荷解析の結果から示される。 
HgF の SOMO  SOMO が、Hg の 6s, 6p1/2軌道  Hg Hg6 6,s p  及び F の 2p3/2軌道  F2 p の線形結
合で記述できると仮定する。 
 Hg Hg Hg Hg F FSOMO 6 6 6 6 2 2s s p p p pN C C C                              (C.1) 
N は規格化定数である。変分原理に基づき、永年方程式を作る。 
Hg
6 SOMO 6 2 SOMO 6 2 6
Hg
6 SOMO 6 2 SOMO 6 2 6
F
2 6 SOMO 2 6 2 6 SOMO 2 6 2 SOMO 2
0 0
0 0
0
s s p s p s
p p p p p p
p s p s p p p p p p
E E S C
E E S C
E S E S E C
 
 
  
     
    
      
         
 (C.2) 
pq は共鳴積分とし、異なる規約表現に属する（今回の場合は 6s6p）を 0 とした。Spq は重
なり積分、ESOMOは SOMO の軌道エネルギーである。クーロン積分pqにpのエネルギー
X
p
を代入した。 
* * *ˆ ˆ, ,X Y X Y X X Xpq p q pq p q pp p p pH d S d H d                          (C.3) 
式(C.4)の Hˆ は、HgF 分子の 1 電子ハミルトニアンで、以下のように表せる。 
ˆ ˆ ˆ ˆH K U V                                       (C.4) 
Kˆ は運動量演算子、Uˆ は核－電子相互作用、Vˆ は電子－電子相互作用を示す。HgF 分子の
場合は、Uˆ は Hg 原子および F 原子核由来のポテンシャルであり、 は、対象としている電
子以外の電子由来のポテンシャルである。 
 式(C.2)の 3 行目を展開して、 HgSOMO 6sE   を代入する。 
 
Vˆ
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        Hg Hg F Hg6 2 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6 2 2 6 0s p s s p s p p p s p p p p sC S C S C                                    
 (C.5) 
拡張 Hückel 法では、 Hg
6s と
Hg
6 p は直接的に相互作用しないため、 2 6p sC C の比は、近似的に
Hg
6s −
F
2 p 間の 1 対 1 相互作用で考える。すなわち、式(C.5)を以下のように近似する。 
     Hg F Hg6 2 6 6 2 6 2 2 6 0s p s s p s p p sC S C                               (C.6) 
式(C.6)を用いて、C2pと C6sの比を求める。 
Hg
2 2 6 6 2 6
Hg F
6 6 2
p p s s p s
s s p
C S
C
 
 



                                    (C.7) 
ただし、以下の近似を用いた[1]。 
Hg F Hg
6 2 6 6 2 6 2 2 6,s p s s p s p p sS S        (C.8) 
 次に、
6 6p sC C の比を求める。まず、式(C.2)の 2 行目から、C6pと C2pの比を求める。 
 
 
Hg
6 2 6 6 26
Hg Hg
2 6 6
p p s p pp
p s p
SC
C
 
 



 (C.9) 
式(C.7), (C.9)の積を取ることで、C6pと C6sの比を求める。 
  
  
Hg Hg
6 2 6 6 2 2 6 6 2 66
Hg Hg Hg F
6 6 6 6 2
p p s p p p s s p sp
s s p s p
S SC
C
   
   
 

 
               (C.10) 
 ここで、Wolfsberg-Helmholz の近似[2]を用いると、 ijは以下のように表せる。 
 
1
, 1.75
2
ij i j ijK S K                     (C.11) 
これを用いると、式(C.10)の分子の  Hg6ij s ijS  の部分に以下の関係式が成り立つ。 
 
 
Hg Hg
6 6
Hg
6
1
2
7
8
ij s ij i j ij s ij
i j s ij ij
S K S S
S S
    
  
   
 
    
 
                  (C.12)                    
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式(C.10), (C.12)より、拡張 Hückel 法の枠組みでは、価電子軌道エネルギー差  p q  が小さ
く、重なり積分(Spq)が大きいほど s-p mixing が大きくなることが分かる。また、式(C.12)に
軌道エネルギーを代入すると、   Hg67 8 i j s     の符号を決定することができる。詳細な
議論は省略するが、本研究のように 2の電子状態をとる分子の SOMO を扱う場合は、よほ
ど特殊な場合でなければ、   Hg67 8 i j s     の中は負となる。そのため、 
Hg
6ij s ijS  は
ijS と逆の符号をとる。 
ただし、この結論を導出する途中で、近似式(C.8)の仮定を置いていることに注意する必要
がある。即ち、 が非常に小さく式(C.8)の近似が成り立たない場合は、s-p mixing は
大きくならず、重原子と軽原子の価電子軌道間（本節の場合は と ）の 1 対 1 軌道相
互作用が SOMO に支配的に寄与するようになり、原子間の結合は共有結合性になる。 
 本節の執筆には、文献[3-5]を参考にした。 
 
【文献】 
[1] 藤本博編，『有機量子化学』（朝倉書店，1983）. 
[2] M. Wolfsberg and L. Helmholtz, J. Chern. Phys. 20, 837 (1952); R. Hoffman, J. Chem. Phys. 39, 
1397 (1963). 
[3] L. Libit and R. Hoffmann, J. Am. Chem. Soc. 96, 1370 (1974). 
[4] S. Inagaki, H. Fujimoto, and K. Fukui, J. Am. Chem. Soc. 98, 4054 (1974). 
[5] 友田修司，『はじめての分子軌道法 軌道概念からのアプローチ』，（講談社，2008）. 
  
 p q 
Hg
6s
F
2 p
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付録 D 物理量の計算における基底関数依存性 
  
 本節では、4成分相対論計算における基底関数依存性について考察する。まず、基底関数
依存性に関する先行研究について述べる。4成分相対論的CCSD法でYbF分子の計算を行った
文献[1,2]は、Dirac-Fock法では基底関数依存性が小さいが、CCSD法では基底関数依存性が大
きいことを示している。また、TZ基底による計算では、T1 diagnosticの値（後述の注釈(1)参
照）が大きくなることも指摘している。ところで文献[1,2]では、Dyall DZ, TZ, QZ基底に
Sapporo基底の分極基底を加えた基底が使用されているが、Dyall基底と分極基底が、物性値
に及ぼす影響については、全く議論されていなかった。本節では、特に分極基底が物性値に
及ぼす影響について議論する。 
表 D.1 に、各基底関数による Eeff, PDM, A||の値を示す。表中の DZ, TZ, QZ は、Yb 原子に
Dyall DZ, TZ, QZ 基底を張ったことを意味する。+の後には、加えた分極基底や分散基底を
示す。例えば、(b)基底は、Dyall TZ 基底に d, f, g, h 型の基底関数をそれぞれ 2, 3, 3, 2 個加え
たことを意味する。F 原子には、文献[1,2]と同様に、Watanabe 基底に Sapporo 基底の分極基
底を加えた。 
表中の注釈 a)で示した通り、表中の QZ 基底とその他の基底では、考慮した仮想軌道のエ
ネルギーが異なる。しかし、Sasmal らの先行研究[3]によると、CCSD 法を用いた HgH 分子
の物性値計算では、考慮する仮想軌道のエネルギー準位が 100 a.u.程度変化しても、物性値
の変化率は 1%以下である。この結果を参考にし、本研究でも、考慮した仮想軌道のエネル
ギー差は、本結果には影響を及ぼさないほど小さいと仮定する。 
表 1 より、占有軌道（s, p, d, f）の基底の大きさ（DZ, TZ, QZ）にかかわらず、分極基底が
異なると物理量の値が大きく変化することが分かる。先行研究で T1 の値大きいことが指摘
されていた TZ 基底は、QZ 基底と同様の分極基底（5g3h2i）を加えると（(e)基底）、各物性
値が QZ 基底の値に近づく。DZ 基底も、QZ 基底と同様の分極基底（5g3h2i）を加えると（(d)
基底）、同様に物性値が(f)基底の値に近づく。このことから、CCSD 法で物性値を計算する 
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a) CCSD 計算を行う際に、160 a.u.までの仮想軌道を考慮した。他の計算値は、80 a.u.までの
仮想軌道を考慮した。 
 
場合は、占有軌道の基底（DZ, TZ, QZ）を改善するだけでなく、分極基底を十分に加えるこ
とが、計算精度の向上のために重要であることが分かる。Dirac-Fock 法では、基底状態の軌
道だけが物性値に寄与するため、仮想軌道（g, h, i）の寄与は小さいことが予想される。一
方電子相関法では、励起配置の寄与を取り込むことで波動関数の精度を上げていくため、励
起軌道を正しく記述できる基底（g, h, i…型基底）を加えることが、波動関数の精度を上げ
るために重要なのである。 
 
＊注釈 
(1) T1 diagnostic (T1)は下式で定義される[4,5]。 
1 1
elec
1
T
N
 t  (D.1) 
1t は、式(1.2.10)で示したクラスター振幅
a
it のユークリッドノルムである。 elecN は系の電子
数である。T1の値は、CC 波動関数に対する 1 電子励起配置の寄与の大きさを表すため、こ
の値が大きいほど波動関数の多配置性が大きいことを意味する。すなわち、T1の大きさは、
参照関数に単一 Slater 行列式を用いる手法の正しさの程度を表し、この値が小さい場合は、
基底関数 Eeff (GV/cm) PDM (Debye) A|| (MHz) T1 diagnostic 
(a) DZ+1g [2] 21.9 3.37 8293 0.0393 
(b) TZ+2d3f3g2h [2] 21.3 3.45 6259 0.0467 
(c) QZa) 22.9 3.38 8344 0.0368 
(d) DZ+2f5g3h2i 22.7 3.58 7969 0.0295 
(e) TZ+2d3f 5g3h2i 23.1 3.59 7878 0.0311 
(f) QZ+5g3h2i [2] 23.2 3.59 7916 0.0311 
表 D.1 様々な基底関数および CCSD 法を用いて計算した YbF の物性値 
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単配置電子相関法の適用は適切であるといえる。 
 
【文献】 
[1] M. Abe, G. Gopakumar, M. Hada, B. P. Das, H. Tatewaki, and D. Mukherjee, Phys. Rev. A 90, 
022501 (2014). 
[2] A. Sunaga, M. Abe and M. Hada, and B. P. Das, Phys. Rev. A 93, 042507 (2016). 
[3] S. Sasmal, H. Pathak, M. K. Nayak, N. Vaval, and S. Pal, J. Chem. Phys. 144, 124307 (2016). 
[4] F. Jensen, Introduction to Computational Chemistry (John Wiley & Sons, Chichester, 1999). 
[5] T. J. Lee, and P. R. Taylor, Int. J. Quant. Chem. S23, 199 (1989). 
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付録 E 超微細結合定数計算の詳細 
 
 本章の数値計算は、特に注記がない場合、文献[1]に記載されている物理定数を使用した。 
 4 成分相対論における水素原子の超微細結合定数計算の詳細を示す。式(2.2.24)～(2.2.27), 
(2.4.9)より、水素原子の超微細結合定数 Azzは下式で与えられる。 
 
 
 
2
gd N gd
0
2 222
N N20 N
gdL gdL4
N
2 222
N N20 N
gdL gdL4
N
2 22
N N20 N
gdL gdL4
N
2
8
ˆ2
8
2
8
zz
zz I
z
pz
e
z
pz
e
p
d
A ce
dIS
x yce g
A B
mS
x yce g g
A B S
mS
x yce g g
A B
m

  


 


 


   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α A
r
r
r
 (E.1) 
 式(E.1)の計算を行う。電子の g 因子(ge)には 2（相対論的量子力学における ge）を代入す
ると、以下の値が得られる。 
2
430 N 2.710 10
8
e
p
ce g g
m


   (E.2) 
ただし、ge = 2 の有効数字は 3 桁であるため、4 桁目までを示した。 
式(2.4.4)における規格化定数 N は式(E.3)で表せる[2]。 
   
  
2
2
1 1
2
1 1
2
1 2 1
Z Z
N
Z
 

   
 
  
 (E.3) 
はガンマ関数である。式(2.4.6)の A に、Z = 1、式(E.2)の N 及び種々の物理量を代入すると、
以下の値が得られる。 
277.828 10A    (E.4) 
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 式(E.1)中の 2 2
gdL N gdLB x  の積分を行うと、以下の値が得られる。 
 
N
2
B
N
22
2 2 1 62 2 2N
gdL gdL N N N N3 0 0 0
N
10
sin
1.110 10
r
Z r
r
x
B r x e r dr d d
  
 
    
  
  


 
  
r  (E.5) 
 2 2N N2 10
gdL gdL4
N
2 4.440 10
x y
B  

  
r
 (E.6) 
水素原子では式(E.1)中の 2
Nx と
2
Ny の項は等価であることを用いた。 
 式(E.2), (E.3), (E.6)をまとめると、式(E.1)で示した 4 成分相対論における水素原子の超微
細結合定数は、以下のようになる。 
 
 
259.418 10 J
1421 MHz
zzA


 (E.7) 
 
【文献】 
[1] P. J. Mohr and B. N. Taylor, Rev. Mod. Phys. 77, 1 (2005). 
[2] J. J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, (Addison-Wesley, Boston, 1967). 
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付録 F 計算に使用した分子の核間距離 
  
本論文で示した異核 2 原子分子の計算は、表(F.1)の核間距離で行った。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
【文献】 
[1] K. P. Huber and G. Herzberg, in Molecular Spectra and Molecular Structure IV. Constants of 
Diatomic Molecules (Van Nostrand Reinhold, New York, 1979). 
[2] A. Borschevsky, M. Iliaˇs, V. A. Dzuba, V. V. Flambaum, and P. Schwerdtfeger, Phys. Rev. A 88, 
022125 (2013). 
分子 平衡核間距離(A) 決定方法 
SrF 2.075 実験[1] 
CdF 1.991 実験[2] 
BaF 2.16 実験[1] 
YbH 2.0526 実験[1] 
YbF 2.0161 実験[3] 
HgH 1.7662 実験[1] 
HgF 2.00686 
4 成分 Fock-space CCSD 法/ 
Dyall QZ+diffuse (Hg), aug-ccpVQZ (F)[4] 
HgAu 2.72555 非相対論 MP2 法/ SDD 
HgAt 2.87234 非相対論 MP2 法/ SDD 
PbAu 2.69336 非相対論 MP2 法/ SDD 
PbAt 2.95248 非相対論 MP2 法/ SDD 
RaF 2.24 
GRECP + Fock-space RCCSD/ 
縮約 Gauss 型基底 (Ra), aug-cc-pVDZ (F) [5] 
BaAt 3.24222 非相対論 MP2 法/ SDD 
YbAt 2.96700 非相対論 MP2 法/ SDD 
HgAt 2.87234 非相対論 MP2 法/ SDD 
表 F.1 計算に使用した分子の核間距離 
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[4] S. Knecht, S. Fux, R. van Meer, L. Visscher, M. Reiher, and T. Saue, Theor. Chem. Acc. 129, 631 
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V. Titov, Phys. Rev. A 90, 052513 (2014). 
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